LE COMPLEXE BAR ITERE DES E,-ALGEBRES
COMME UN DIAGRAMME HOMOTOPIQUE
SUR LA CATEGORIE DES ARBRES ELAGUES

par

Benoit Fresse

Résumé. — On a montré dans un précédent travail que le complexe bar n-itéré
usuel des algebres commutatives s’étend aux FEn,-algebres et détermine 1'homologie
naturelle associée a cette catégorie d’algebres. On montre dans cet article que le
complexe bar n-itéré d’une Ej-algebre forme un diagramme sur un remplacement
cofibrant de la catégorie des arbres élagués & n niveaux — une variante de la catégorie
définie par Batanin pour ’étude des n-catégories. On utilise cette construction pour
montrer que I’homologie du complexe bar n-itéré de toute E,-algebre possede une
interprétation en termes de foncteur Tor catégorique. On obtient ainsi ’extension,
dans son cadre naturel, d’un résultat obtenu par Livernet et Richter pour les algebres
commutatives.

La clé de notre travail consiste & mettre en oeuvre des méthodes de la dualité
de Koszul des algébres dans le contexte des catégories différentielles graduées. On
détermine par ce moyen un modele minimal de la catégorie des arbres élagués et
un petit complexe, calculant les foncteurs Tor sur cette catégorie, que 1’on identifie
ensuite au complexe bar n-itéré pour obtenir notre théoréme principal.

INTRODUCTION

Le complexe bar classique B(A) définit un foncteur de la catégorie des algebres
différentielles graduées commutatives dans elle-méme. Par suite un complexe bar itéré
bien défini B™(A) est associé a toute algebre différentielle graduée commutative A,
pour tout n € N, par simple composition de la construction.
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La commutativité du produit de A est essentielle dans la construction usuelle,
cependant on a montré dans un précédent travail [8] que la construction bar n-
itérée B"(A) s'étend aux E,-algebres et détermine ’homologie naturelle HE»(A)
associée a cette catégorie d’algebres.

On revient sur la définition de la notion de E,-algebre plus loin. Pour l'instant,
rappelons qu'une E-algebre désigne une structure algébrique multiplicative fortement
associative a homotopie pres, mais non commutative (la terminologie de A, -algebre
désigne la méme notion). Une F.-algebre est une structure qui est fortement asso-
ciative et fortement commutative a homotopie pres. La notion de FE,-algebre, avec
1 < n < oo, définit une structure intermédiaire qui est fortement associative a ho-
motopie pres, mais commutative jusqu’a un certain degré seulement. En un sens, la
structure de E,-algebre est juste suffisamment commutative a homotopie pres pour
que lon puisse rectifier la différentielle usuelle de la construction bar m-itérée pour
m < n, mais pas au dela.

Une idée clé de la construction de [8], sur laquelle on reviendra, consiste & utiliser
des structures cellulaires sur des opérades définissant ces structures algébriques pour
controler les homotopies de commutativité nécessaires & la rectification de la différen-
tielle de la construction bar n-itérée.

Dans [I7], Muriel Livernet et Birgit Richter observent que le complexe bar n-
itéré d’une algebre commutative A définit un diagramme sur une catégorie, que I'on
notera QP! dont les objets sont des suites de partitions ou, dans leur représentation
graphique, des arbres élagués a n-niveaux. Puis elles montrent que cette construction
conduit & une interprétation de I’lhomologie de B"(A), et donc de ’homologie HZ» (A),
comme un foncteur Tor catégorique

H.(B"(A)) = Tor™" (b,, B"(4)),

pour toute algebre commutative A formant un objet cofibrant dans la catégorie des
modules différentiels gradués, I'objet b,, désignant un certain diagramme contravariant
sur Q. L’expression B™(A) dans le membre de gauche de cette identité désigne le
complexe bar n-itéré de A. L’expression B"(A) dans le membre de droite désigne le
QePi_diagramme sous-jacent & ce complexe.

Le but de cet article est de montrer comment ce résultat s’étend aux FE,-algebres.

La premiere étape de ce travail, qui fait l'objet des sections §I}f3] consiste a
généraliser la définition du diagramme B™(A). Cette partie s’applique : dans la
catégorie des espaces topologiques Top, dans la catégorie des ensembles simplici-
aux Simp, dans la catégorie des modules différentiels gradués dgkMod sur un anneau
de base fixé k (la catégorie des dg-modules en abrégé). La lettre C désignera 1'une
quelconque de ces catégories. Dans chaque cas, on a : un produit tensoriel naturel
sur C, faisant de C une catégorie monoidale symétrique ; et une structure de catégorie
modele cofibremment engendrée sur C satisfaisant aux axiomes des catégories modeles
monoidales. On renvoie & [7, §1] pour la définition de ce cadre catégorique en vue
des applications de la théorie des opérades. Nos méthodes permettent également de
traiter le cas de catégories monoidales symétriques sur la catégorie de base C, comme
les catégories de spectres qui sont des exemples de catégories monoidales symétriques
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sur la catégorie des ensembles simpliciaux Simp, mais on n’étudiera pas de telles
applications dans cet article.

Une E,-algebre est une algebre sur une opérade d’un certain type homotopique
dans la catégorie des opérades, le type des E,-opérades, défini comme : le type
des opérades topologiques faiblement équivalentes a I'opérade des petits n-cubes de
Boardman-Vogt dans le cas C = Top ; le type des opérades simpliciales dont la
réalisation géométrique est faiblement équivalente a ’opérade des petits n-cubes dans
le cas C = Simp ; le type des opérades différentielles graduées faiblement équivalentes
a 'opérade de chaine des petits n-cubes dans le cas C = dg kMod. On dira qu’une F,,-
opérade est faiblement équivalente a ’opérade des petits n-cubes dans C pour couvrir
I’ensemble de ces variantes. On ajoute généralement des hypotheses de cofibrations
assurant que la catégorie d’algebres associée a une E,-opérade hérite d’une structure
de catégorie (semi)modele.

On ne considéra que des algebres sans unité dans Uarticle et des opérades P telles
que P(0) est Pobjet initial de C (on dit alors que l'opérade P est non-unitaire). On
suppose en particulier (contrairement & la convention habituelle) quune E,-opérade
satisfait cette stipulation qui facilite la définition du complexe bar itéré.

Les E,-opérades usuelles s’inserent dans des suites d’opérades emboitées

() E,c---CE,C--- CcolimE, =E,

faiblement équivalentes a la suite emboitée des opérades de petits n-cubes dans C
et telles que E, = colim, E,, définit une F.,-opérade. Cette E..-opérade est munie
d'une équivalence faible € : E., — C, la notation C désignant I'opérade des algebres
associatives et commutatives.

Pour certaines suites d’opérades emboitées, la filtration (*) se raffine en une struc-
ture cellulaire qui, d’apres [3], permet de caractériser son type d’homotopie dans la
catégorie des opérades. On a ainsi un critére pour montrer qu’une suite d’opérades
emboitées (*) est constituée de E,-opérades. On utilise ces structures cellulaires dans
I’article mais dans un but tout différent et d’une toute autre fagon.

On considere une opérade dans les posets, 'opérade du graphe complet K, qui,
dans l'idée de [3], modélise des relations d’inclusions universelles apparaissant dans
ces structures cellulaires. Pour nous, la notion importante, introduite dans [9] §2], est
celle de K-opérade, définie comme une collection de K(r)-diagrammes {P(k)},, 7 € N,
avec une structure opéradique combinant les composantes P(k) selon la structure
opéradique du graphe complet K (on renvoie au §2| pour des rappels complets). Dans
la définition de KC-opérade, on oublie essentiellement les conditions de [3] permettant
de caractériser les opérades faiblement équivalente a l'opérade des petits n-cubes
dans C. Notre idée consiste a utiliser ces structures d’une fagon plus globale, en
observant que les K-opérades forment une catégorie modele, dans le but de produire
des morphismes et non pour caractériser des types homotopiques opéradiques.

On associe a chaque K-opérade P une catégorie C-enrichie universelle YV agissant
de facon naturelle sur les termes du complexe bar itéré B™(A) lorsque A décrit la
catégorie des P-algebres. On montre que Y est un foncteur appliquant une fibration
acyclique en P sur une fibration acyclique de catégories C-enrichies. L’idée consiste
alors a appliquer la théorie des catégories modeles pour relever ’action de la catégorie
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des arbres élagués sur le complexe bar n-itéré des algebres commutatives aux FE,,-
algébres. Cependant, en appliquant les axiomes des catégories modeles, on obtient
seulement que les termes du complexe bar n-itéré B™(A) forment un diagramme sur
un remplacement cofibrant R(Q%) de la catégorie des arbres élagués Q% On verra
qu’il y a en fait des obstructions a faire agir la catégorie des arbres élagués elle-
méme sur B"(A) de sorte a produire un complexe bar n-itéré avec les propriétés
homotopiques attendues lorsque A est une FE,-algebre — c’est pourquoi on parle de
diagramme homotopique sur la catégorie des arbres élagués dans le titre de 'article.

On devra en fait, pour des raisons techniques, considérer des catégories C-enrichies
scindées sur Q%%. On introduira ce raffinement de la notion usuelle de catégorie
C-enrichie au et on définira en parallele les structures modeles utilisées pour les
catégories C-enrichies et leur version scindée.

La relation entre homologie de B"™(A) et foncteurs Tor catégoriques est établie
dans la deuxieme partie de ce travail §§4}[8] On se concentre alors sur les applications
dans le cadre des dg-modules C = dg kMod pour démontrer le résultat principal de cet
article :

Théoréme. — Soit E,, une E,-opérade provenant de la filtration d’une opérade cel-
lulaire sur l'opérade du graphe complet K. Soit R(QEPY) un remplacement cofibrant
de la catégorie des arbres élagués QP dans la catégorie des catégories différentielles
graduées. On a lidentité

H.(B"(A)) = Tor ") v, B (4)),

pour toute E,-algébre A, pourvu que le module différentiel gradué sous-jacent de A
soit cofibrant.

La terminologie de catégorie différentielle graduée renvoie a une catégorie enrichie
en modules différentiels gradués. La notion d’opérade cellulaire sur l'opérade du
graphe complet renvoie aux structures introduites dans [3]. La définition précise
de cette notion sera rappelée L’expression B™(A) dans le membre de gauche
de lidentité du théoreme désigne le complexe bar n-itéré de A. L’expression B"(A)
dans le membre de droite désigne le R(Q¢P?)-diagramme sous-jacent & ce complexe. La
notation b,, désigne le méme Q% *-diagramme contravariant que dans [I7, Théoréme
4.1]. Les foncteurs Tor sur une catégorie C-enrichie sont définis Ces foncteurs Tor
vérifient des propriétés d’invariances homotopiques telles que le choix du remplace-
ment cofibrant R(Q¢P?), ainsi que le choix de relévement fait dans la construction du
R(Q¢P%)-diagramme B"(A), n’importe pas dans le résultat du théoréme.

D’aprés [I7, Proposition-Définition 3.6], un complexe C.(T) est associé a tout
diagramme T sur la catégorie des arbres élagués Q%% de sorte que le complexe bar
n-itérée B"(A) d’une algébre commutative s’identifie au complexe associé & son Q¢P-
diagramme sous-jacent. De plus, on a la relation

H,(C.(T)) = Tort™" (b, T),

pour tout Q¢i-diagramme 7', et pas seulement pour le diagramme de la construction
bar n-itérée.
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On étend la construction du complexe C, (T) aux diagrammes sur un remplacement
cofibrant particulier R(2P%) de la catégorie des arbres élagués Q7% de sorte que le
complexe bar n-itérée B"(A) de [§] s’identifie au complexe associé & son R(Q¢P?)-
diagramme sous-jacent (défini dans la partie précédente). On démontre que 'on a la
relation

H,(C.(T)) = Tor™ ™) (5, T)

pour tout R(Q¢%)-diagramme T et le théoréme s’ensuit. Pour cela, on applique un
analogue dans le cadre des catégories de la dualité de Koszul des algebres associa-
tives [20]. De fait, notre relation s’obtient par une identification directe de C.(T')
avec un complexe de Koszul K (b,,, Q%" T associé a Q. En outre, le remplacement
cofibrant particulier que I'on considere R(Q¢%) est un modele minimal de Q%% déduit
de la dualité de Koszul et la détermination de ce modele minimal constitue un des
résultats principaux de ’article.

On rappelle la définition de la catégorie des arbres élagués dans une partie préli-
minaire, “La catégorie des arbres élagués”.

La partie suivante, “Construction de diagrammes homotopiques sur la catégorie
des arbres élagués”, est consacrée a la définition du diagramme B™(A) associé a
une F,-algebre. Cette partie comprend : un exposé des applications des structures
modeles aux catégories enrichies (, une introduction aux structures d’opérades
cellulaires sur lopérade du graphe complet (§2)), avant la construction proprement
dite du diagramme (§3).

Puis, dans la partie “Interprétation de la E,-homologie en termes de foncteurs
Tor catégoriques”, on démontre le théoreme principal de cet article, tel qu’il est
énoncé dans l'introduction. On étudie d’abord les applications des structures modeles
aux catégories de diagrammes associées a une catégorie enrichie ( On utilise ce
formalisme pour définir les foncteurs Tor associés une catégorie différentielle gradué.
On donne ensuite un exposé des applications de la construction bar des algebres
différentielles graduées, puis de la dualité de Koszul, aux catégories enrichies (§7
avant de conclure quant a notre résultat principal (§7)).

On consacrera un appendice ( a la démonstration d’une propriété clé de la
dualité de Koszul pour la catégorie des arbres élagués.

Remerciements. — Je remercie Muriel Livernet pour une série de discussions qui
sont a 'origine de ce travail.

LA CATEGORIE DES ARBRES ELAGUES

On rappelle brievement la définition, dégagée dans [I], de la catégorie des arbres
élagués a n-niveaux Q¢P'. Quelques rappels supplémentaires sur cette catégorie seront
fait en cours d’article.
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0.1. La catégorie des arbres élagués : définition formelle et représentation
graphique. — On note r 'ensemble ordonné r = {1 < --- < r}.

Les objets de Q¢P%, désignés par des lettres grecques soulignées 7, sont les suites de
surjections croissantes

T1 T2 Tn
§0—>11 —>-~-—>In:*

avec I’ensemble final * = 1 comme dernier ensemble but. Une telle suite de surjections
définit un arbre planaire dont les sommets sont arrangés sur des niveaux 0,...,n :
I’ensemble t; définit 'ensemble des sommets au niveau ¢ de ’arbre, ordonnés de la
gauche vers la droite ; la surjection 7; définit 'ensemble des arétes des sommets de
niveau ¢ — 1 vers les sommets de niveau i. Un exemple, représentant une suite de
surjections de la forme

32525151,

est donné Figure [T}

FIGURE 1.

Un morphisme de P!
T1 T2 Tn u o1 g2 On
{to =4 — =t} —>{sp —s — —>s,}
est une suite d’applications « : t; — s; telles que le diagramme

T1

T2 Tn
EO El N In
u u u
VooV v
1 o2 on
So s1 T Sn

commute et u : t; — s; est croissante sur chaque sous-ensemble Tifl (x) C t;, pour
tout x € t;, 4.

On utilise la notation In 7 pour désigner I’ensemble source In T = t, de la premiere
surjection d’un objet T € Q. L’application In : 7 +— In 1 définit un foncteur de QP
dans la catégorie Surj constituée des ensembles finis avec les applications surjectives
comme morphismes.

0.2. Le poset des arbres élagués avec une source fixée. — On utilise dans [§]
la catégorie comma e /QP", associée & chaque ensemble fini e, dont les objets sont les
suites

QT_O)EQLT_n)En:*
telles que 7 = {t, = --- % t,,} définit un élément de Q" et {e ~> t,} définit un

morphisme 79 : ¢ — In7 dans Surj. L’application 7y : e — t, se représente dans
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I’arbre associé a T par un étiquetage des noeuds de niveau 0 par les sous-ensembles
T61($), pour x € t;, comme dans ’exemple de la figure

e be ad

FIGURE 2. Un arbre élagué étiqueté. Dans cet exemple, on a
{a,b,c,d, e}, et la surjection 70 : e — t, est définie par 7o(e)
To(b) = To(c) =2et 7‘0(0,) = To(d) =3.

Il 1o
=l

Une suite d’applications « : t; — s, définit un morphisme dans la catégorie comma

To T1 T2 Tn u oo o1 o2 On
le=t —t =t ) —{e—s) s = —7s,)

si chaque application w : t; — s; est croissante sur 1es» sous-ensembles Ti:_ll (z) C t,,
r € t;,; (condition pour avoir un morphisme dans Q57*), et le diagramme

T2 Tn

€ to t In
:l e Y
\ ' \
fed) o o) on
S So S Sn

commute dans son ensemble.

On observe dans [§] que e /Q%" forme un poset (cette catégorie est notée I1"(e)
dans la référence citée). Par suite, un morphisme u : 7 — ¢ de la catégorie QP! est
entierement determiné par la donnée :

— d’un objet source 7 = {t, —= --- > t,},
— d’un objet but ¢ = {5y = -+ s, },
— et d'une application v : InT — Ing,

de sorte qu’on a la relation

{Inzito T T_>;n} Z{Inzi@o LT "_>§n}
dans le poset In T/QP".
On reviendra ponctuellement a cette représentation pour appliquer des définitions

de [§].

Remarque. — Les résultats que 1’on obtiendra §6{ montrent que le poset e /QP est
de Cohen-Macaulay. On peut cependant observer qu’il n’admet pas de CL-shelling
au sens de [0] en général.
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0.3. La graduation de la catégorie des arbres élagués. — Dans nos construc-
tion, on utilisera de fagon essentielle que la catégorie des arbres élagués QP! possede
une graduation naturelle. On définit d’abord le degré d'un objet T € Q¢ défini par
une suite de surjections t, — --- — t,, en posant :

deg(t) =s0+ -+ Sp—_1.

Graphiquement, cette expression représente le nombre de sommets de niveau > n de
I’arbre réprésentant 7, ou, de fagon équivalente, le nombre d’arétes de 7. Le degré
d’un morphisme u : 7 — ¢ est défini par la différence :

deg(u) = deg(r) — deg(a),

représentant le nombre de sommets de 7 identifiés par u.

CONSTRUCTION DE DIAGRAMMES HOMOTOPIQUES
SUR LA CATEGORIE DES ARBRES ELAGUES

Le but de cette partie est de définir le diagramme sous-jacent au complexe bar
n-itéré d’une E,,-algebre.

On commence {1| par introduire la notion de catégorie enrichie scindée sur Q% qui
sera utilisée dans notre construction. On observe aussi que les catégories C-enrichies
scindées sur 267! forment une catégorie modele, tout comme les catégories C-enrichies
usuelles.

La définition de 'opérade du graphe complet K de [3] et de la notion de K-opérade
de [9] est rappelée On définit ensuite la catégorie C-enrichie universelle YF que
Pon utilise pour définir la structure de diagramme de B™(A) au

1. Catégories enrichies scindées sur la catégorie des arbres élagués

On peut supposer pour les besoins de cette section que la catégorie de base C est
une catégorie monoidale symétrique quelconque munie d’une structure de catégorie
modele cofibremment engendrée telle que :

— l'objet unité 1 € C est cofibrant ;
— le produit tensoriel ® : C x C — C vérifie 'axiome du pushout-produit (voir [IT}

§4.2]).

On dit alors que C forme une catégorie modele monoidale. Les catégories de base que
I’on considerera plus loin dans 'article

C = Simp, Top, dg k Mod

sont des exemples classiques de catégories munie d’une telle structure.
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Une catégorie C-enrichie © consiste en la donnée d’un ensemble d’objets Ob© et
de hom-objets ©(b,a) € C, associés aux couples (a,b) € Ob O, avec des morphismes
de composition

O(z,a) ® O(b,z) © O(b, a)
et des morphismes d’identité
1% 0(ba)

vérifiant une généralisation naturelle des axiomes d’associativité et d’unité de la com-
position des morphismes dans les catégories (voir [16]). Une catégorie C-enrichie
scindée sur Q¢ est essentiellement une catégorie C-enrichie dont les hom-objets
possedent une décomposition indexée par les morphismes de la catégorie des arbres
élagués QEPt.

On commencera par donner la définition précise de cette structure. On étudie
ensuite en parallele les applications des catégories modeles aux catégories enrichies et
aux catégories scindées.

Une catégorie enrichie sur C = dgkMod est une petite catégorie différentielle
graduée (dg-catégorie) au sens de [I5]. On renvoie a cette référence pour un sur-
vol récent et une ample bibliographie sur les applications des dg-catégories.

1.1. Définition : catégories enrichies scindées sur la catégorie des arbres

élagués. — Une catégorie C-enrichie scindée au dessus de Q% soit (:), est définie
par la donnée d’une collection de hom-objets
O(r,0)u €C

indexée par les morphismes u : 7 — ¢ de la catégorie des arbres élagués Q¢ munie
des morphismes de composition

0(8,9), ® O(r,0)0 2 08, 7) pu,

définis pour chaque couple de morphismes composables o «- 6 «— 7, avec des mor-
phismes d’identité

1 l} é(L I)ich
définis pour chaque objet 7 € ObQ¢%% ces opérations vérifiant une généralisation
naturelle des axiomes d’associativité et d’unité usuels. _

Lorsque C = Simp, Top, dg kMod, on utilisera la notation « - 8 € ©(8,0),, pour
désigner I'image d’homomorphismes («, 8) € (:)(Q7 )y X (:)(1, 0)w par le morphisme
de composition de O La donnée des morphismes d’identité est également équivalente
a la donnée d’un élément unité 1 € O(r,7)iq pour chaque 7 € Ob Q% On adopte
des conventions similaires pour les catégories C-enrichies.

Les catégories C-enrichies scindées au dessus de Q% forment une catégorie, qui
sera notée E'\a/tmpi. Un morphisme de catégories C-enrichies scindées au dessus de
eri

n ~ ~
f: P>
consiste naturellement en la donnée d’une collection de morphismes entre hom-objets

fi0(r,0)u — U(T,0)u
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préservant les opérations de composition et d’identité.

On utilisera la notation Cat%pi pour la catégorie formée des catégories C-enrichies
au sens usuel avec Ob Q%% comme ensemble d’objets et des morphismes de catégories
C-enrichies qui sont ’application identique sur les objets.

1.2. L’adjonction avec les catégories enrichies usuelles. — Une catégorie C-
enrichie © = u0 telle que Ob©® = Ob QP est naturellement associée i toute catégorie
C-enrichie scindée ©. Les hom-objets de cette catégorie sont simplement définis par
les coproduits

O(r,0) = 11 O(r,0)u,
"eMornipi (z,0)
pour tout couple (7,a) € Ob Q% x ObQP! avec l'opération de composition et les
morphismes d’identité hérités de o.
Dans la direction inverse, pour une catégorie C-enrichie © telle que Ob © = Ob QP
on a une catégorie C-enrichie scindée au dessus de Q% naturellement associée & ©

définie par les collections constantes
eO(r, ). = O(1,0),

pour u € Morgepi (7,0). On montre aisément, :

Proposition 1.3. — Nos foncteurs définissent une relation d’adjonction
Uu: /C_(E%Qflpi = Catﬂzpi ic

entre la catégorie Catgeri des catégories C-enrichies scindées au dessus de QP et
n
la catégorie Catgeri des catégories C-enrichies au sens usuel © telles que Ob© =
n

Ob QePi,

Démonstration. — Observer que I’adjonction usuelle entre colimites et foncteurs con-
stants préserve les structures catégoriques. O

1.4. La catégorie des arbres élagués comme catégorie scindée sur elle-
méme. — Dans le cas C = Simp, Top, la catégorie ensembliste Q% vue comme une
collection d’espaces (d’ensemble simpliciaux) discrets, définit elle-méme une catégorie
C-enrichie scindée au dessus de Q%% Dans le cas C = dgkMod, on considere la
catégorie enrichie k[Q?] dont les hom-objets sont les k-modules librement engendrés
par les morphismes de QP*, vu comme des dg-modules concentrés en degré 0. Claire-
ment, cette catégorie C-enrichie est aussi associée a une catégorie C-enrichie scindée
au dessus de Q¢P?.

Dans la suite, on laissera tomber la notation k[Q2P?] et la version enrichie en dg-
modules de Q% sera aussi notée Q% par souci de simpicité. Cependant, dans nos
conventions, la notation MOrQZpi (1, o) renvoie toujours aux ensembles de morphismes

la catégorie Q¢ tandis que Q% (1, o) renvoie toujours aux hom-objets de la catégorie
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C-enrichie associée. Dans le cas C = dgkMod, on a ainsi l'identité

szz‘(z’ o) = @ k{u},
u€Mor epi (7,0)
en adoptant la notation {u} pour le générateur de Q7 (r, o) associé a u € Morgepi (7, 0).

Dans chaque cas C = Simp, Top, dg kMod, on adoptera la notation szi pour la
catégorie C-enrichie scindée sous-jacente & Q. Dans le cas C = dgkMod, on a ainsi
Iidentité B

O (1, 0)u = k{ul,
pour tout u € Morgeri (7, 0).

1.5. Graphes enrichis et catégories enrichies libres. — Définissons un graphe
C-enrichi sur Ob Q¢ soit I', comme une collection d’objets
I'(r,0) €C,

indexée par les couples (7,0) € Ob Q%% x Ob Q% sans plus de structure. La catégorie
des graphes C-enrichis, que I'on notera GTszi7 s’'identifie ainsi a la catégorie produit

Groe: = COP QY x0bayr"

On a un foncteur d’oubli évident U : Calgeri — Grgeri. On définit un foncteur
en sens inverse F' : Grﬂzpi — C’atﬂipi qui, a un graphe I'| associe une catégorie C-
enrichie libre F'(I"). Les hom-objets de F'(I") sont définis par les coproduits de produits
tensoriels des hom-objets générateurs de T" :

FO)(zo)= JI T@iz) @ 0T (@m Tm 1)

O=Tgy- T, =T
la sommation s’étendant sur ’ensemble des collections
(Tgs--+rTm) € Obelpi X o X ObeLpi, m >0,

telles que 7, = o et 7,, = 7. Lorsque g # 7, ces derniéres conditions entrainent
m > 0. Lorsque g = 7, on peut avoir m = 0 avec un produit tensoriel associé d’ordre
nul retournant donc l'objet unité 1 € C. Le morphisme de composition de F(I") est
donné par la concaténation des tenseurs. Le morphisme d’identité de F(I") est donné
par l'inclusion des tenseurs d’ordre m = 0 dans le développement des hom-objets
F(I)(z, 7).

On a aussi un morphisme de graphes C-enrichi 7 : T' — F(T') qui identifie I'(z, 7) au
facteur de F(T')(7,7) constitué des tenseurs d’ordre m = 1. On peut ainsi identifier
I' & un sous-objet de F(T).

On montre aisément :

Proposition 1.6. — Le foncteur F : Grgeri — Calgers défini §1.9) est adjoint @
gauche au foncteur d’oubli U : Catgeri — Greevi. Le morphisme dinclusion n: ' —
F(T') représente le morphisme d’unité de cette relation d’adjonction. O

De la sorte, ce foncteur F' : Grgeri — Catgeri associe bien un objet libre, car-
n n
actérisé par une propriété universelle usuelle, a chaque graphe C-enrichi I'.
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1.7. Graphes enrichis et catégories enrichies libres dans le cadre scindé.

— Les notions introduites au §1.5| ont un analogue pour les catégories C-enrichies

scindées sur Q¢P* : un graphe C-enrichi scindé sur Q5P*, soit I', est défini comme une
collection d’objets

I(r,0), €C,

indexée par les morphismes u : 7 — g de Q%" ; la catégorie des graphes C-enrichis
scindés sur QP que 'on notera Grepi, s'identifie donc a la catégorie produit
n Q7
—~ epi
Greri - CMorQ"
5
sur I'ensemble des morphismes de Q%% ; on a alors un foncteur d’oubli évident U :
Catﬂem — Grﬂem.
On construit un foncteur en sens inverse I : Grgeri — Catgeri qui & un graphe
n n

scindé T' associe une catégorie C-enrichie libre F(I') scindée sur Q¢Pt. On prend
simplement les produits tensoriels

FO)(@ou= [ TEuzo)w @ @T(Tm Tno1)uns

U=UT U,

pour définir la composante de F(T") associée & un morphisme u : 7 — ¢, la somme
s’étendant sur les décompositions de u en composée de morphismes

LR
dans Q¢ ; Popération de composition de F (f) est induite par la concaténation des
produits tensoriels, comme dans la définition du~§_1;5;], et le morphisme d’identité de
F(T") associe 'objet unité 1 € C aux facteurs de F'(I') définis par la décomposition de
longueur nulle des morphismes identiques id : 7 — 7.

On a aussi un morphisme naturel 7 : I' — F(I') qui identifie I'(z, ) au sous-objet
de F(I)(z,7) constitué des tenseurs d’ordre m = 1.

Puis on vérifie que :

Proposition 1.8. — Le foncteur F: GTert — C’athpL défini 3‘ est adjoint a

gauche au foncteur d’oubli U: C’athm — GrQem. Le morphisme d’inclusion 7 : I —

O

F(f) représente le morphisme d’unité de cette relation d’adjonction.

De la sorte, ce foncteur F': Grgepr: — Catgeri associe bien un objet libre a chaque

graphe C-enrichi scindé r.

Remarque. — L’adjonction de la Proposition se releve au niveau des catégories
de graphes, de sorte que 1’on a finalement un carré commutatif de relations d’adjonctions
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entre catégories :

On a le résultat suivant :

Proposition 1.9. —

(a) La catégorie G’I“Qszpi hérite d’une structure modéle cofibremment engendrée telle
qu’un morphisme f : T' — A est une équivalence faible (respectivement, fibra-
tion, cofibration) si ses composantes f : T'(1,0) — A(r, ) sont des équivalences
faibles (respectivement, fibrations, cofibrations) dans la catégorie de base C.

(b) La catégorie a;’ﬂim hérite de méme d’une structure modéle cofibremment en-
gendrée telle qu’un morphisme f : [ — A est une équivalence faible (respective-

ment, fibration, cofibration) si ses composantes f : f(z, )y — K(I, o)y sont des
équivalences faibles (respectivement, fibrations, cofibrations) dans la catégorie de

base C.
Démonstration. — Immédiat, les catégories de graphes Grﬂim et @sz s’'identifiant
A des catégories produits Cf = [I;c; C sur un certain ensemble I. O

Que 'on utilise pour démontrer :

Théoréme 1.10. —

(a) La catégorie Catgeri hérite d’une structure semi-modéle (au sens de [12]) telle
qu’un morphisme est une équivalence faible (respectivement, fibration) dans
Catgepi siil définit une équivalence faible (respectivement, fibration) dans Grqepi .

(b) La catégorie aa/zfmpi hérite d’une structure semi-modéle telle qu’un morphisme
est une équivalence faible (respectivement, fibration) dans E'\a/tmpi st il définit

une équivalence faible (respectivement, fibration) dans @;“Qflpi.

Les cofibrations sont, dans chaque cas, caractérisées par la propriété de relevement
a droite par rapport aux fibrations acycliques. La notion de structure semi-modele
renvoie a une restriction des axiomes de relevements et de factorisation des catégories
modeles aux morphismes dont la source est un objet cofibrant. Les constructions
usuelles de ’algebre homotopique restent valables dans le cadre des catégories semi-
modeles. L’article [TT] donne I’existence d’une structure semi-modele pour les monoides
dans une catégorie modele monoidale cofibremment engendrée. Le théoreme [1.10] se
démontre par une généralisation formelle des arguments de cette référence aux petites
catégories.

L’idée générale consiste a utiliser I'adjonction F' : GrQem = C’athm U pour
définir la structure semi-modele de Cathpq par transfert a partir de la catégorie
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modele des graphes C-enrichi (on renvoie & 7, Théoréme 12.1.4] pour le théoréme de
transfert utilisé). O

On peut observer que Cathpi7 ainsi que E'\a/tmpi, hérite d’une structure modele
complete dans les cas C = Simp, dgkMod, et plus généralement lorsque la catégorie
de base C vérifie 'axiome du monoide de [2I] et posséde des cofibrations (acycliques)
génératrices qui vérifient 'argument des petits objets pour des compositions trans-
finies de morphismes quelconques de C. L’article [21] donne existence d’une structure
modele complete pour les monoides dans C dans un tel contexte. L’extension des ar-
guments de [21] aux petites catégories est purement formelle.

L’existence d’une structure modele sur la catégorie des petites catégories enrichies
avec un ensemble d’objets fixé est formellement démontrée dans [6] dans le cas C =
Simp.

On a également une structure modele complete dans le cas C = Top.

En plus du Théoreme |1.10} on a le résultat suivant :

Proposition 1.11. — Le foncteur c : CatQZm — @szi préserve les fibrations et
les fibrations acycliques, de sorte que l’adjonction de la Proposition

U Catﬂepi = C’athm e

est une adjonction de Quillen et que le foncteur u : %Qm — Catgeri préserve les

cofibrations et les cofibrations acycliques. Ce foncteur u : 6?{159@1; — Catgepi préserve
aussi toutes les équivalences faibles et pas seulement les équivalences faibles entre
objets cofibrants.

Démonstration. — Immédiat. O

2. Interméde : opérades cellulaires
structurées sur ’opérade du graphe complet

On utilise essentiellement les conventions de [9] concernant l'opérade du graphe
complet IC et les structures de K-opérades. Cependant on reprend la définition de ces
notions pour que notre exposé soit complet et on donne un rapide survol des résultats
de [3, Q) que nous utiliserons dans larticle.

Rappelons que la collection sous-jacente d’une opérade P revient a la donnée d’un
foncteur sur la catégorie Bij constituée des ensembles finis avec les applications bi-
jectives comme morphismes. On utilisera ce point de vue qui simplifie la définition
de 'opérade du graphe complet.

Les termes P(r), r € N, de la définition usuelle d’une opérade correspondent aux
composantes P(r) = P(r) associées aux ensembles ordinaux r = {1 < --- < r}. Dansla
suite, on ne considerera que des opérades non-unitaires dont le terme P(0) se réduit a
I’objet initial de la catégorie considérée. On adoptera la notation Qg pour la catégorie
des opérades non-unitaires dans C.

On suppose maintenant que C est 'une de nos catégories de base préférées C =
Simp, Top, dg k Mod.
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2.1. Les posets des graphes complets. — Soit e = {ey,..., €5} un ensemble fini.
La composante K(e) de 'opérade du graphe complet K est ’ensemble des couples
k = (p,0), tels que p est une collection d’entiers naturels p.y € N indexée par les

paires {e, f} C e et o est une bijection o : {1,...,s} — e.
Se donner une telle bijection o revient & munir Uensemble e = {ey,...,e,.} d'un
ordre total {e;; < --- < e;,}. La relation d’ordre définie par o entre les éléments

d’une paire {e, f} C e sera notée o|cy.

Un élément k = (u,0) de K(e) se représente par un graphe décoré avec e comme
ensemble de sommets, une aréte pour chaque paire {e, f} C e, de telle sorte que
chaque aréte est munie d’un poids, défini par I’entier u.¢ € N, et d’une orientation,
définie par la relation d’ordre o|.s. La Figure|3|donne un exemple de graphe complet
étiqueté définissant un element de /(4). On utilise aussi la terminologie de systeme

A
G

FiGURE 3. Cette figure représente le graphe étiqueté associé au systeme
de poids orienté (u, o) € K(4) tel que pi2 = poa = 0, p1a = paz = pga = 1,
uis =2et o =(1,3,2,4).

de poids orientés pour désigner un élément de K(e).
Des éléments (u, o), (v,7) € K(e) sont comparables (u, o) < (v,7) sion a la relation

(:u’ef <V€f) ou (Mef7a|ef):(yef77-|ef)7

pour toutes les paires {e, f} C e.

Une bijection ¢ : e — f induit un morphisme de posets ¢, : K(e) — K(f) qui
applique un élément (p,0) € K(e) sur le systéme de poids orienté (v,7) € K(f) tel
que Vy(eyo(f) = Hef €t T = ¢o. De la sorte, la collection de posets K(e) définit un
foncteur sur la catégorie des ensembles finis et des bijections.

Graphiquement, le morphisme de posets ¢, : K(e) — K(f) revient & appliquer la
bijection ¢ : e — f pour réindexer les sommets du graphe complet.

2.2. La structure d’opérade des posets de graphes complets. — La compo-
sition opéradique

ao. € K(e\{e} Uf)

de a = (u,0) € K(e) et 8= (v,7) € K(f) est le systéme de poids orienté défini par le
couple (p o, v, 0 0, 7) tel que :

M:Eya Si m,yeg\{e},
(:u' Ce V)zy =\ Hze, Sixe@\{e}’v y €f,
Ve oy, si T,y € fa
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et o o, T s’obtient en subsituant 'occurence de e dans la suite ordonnée o = {e;, <
- < e < -+ < e} représentant o par la suite ordonnée T = {f;, < --- < f;,}
représentant 7. On a également :

Olzy, siz,ye€e\{e}
(U O¢ T)|acy = U|zea siz € g\{e}, AS £7
T|:vy7 si xayefa

Graphiquement, 1'idée revient a brancher le graphe complet étiqueté défini par 3
sur le sommet indexé par e du graphe complet associé a a. Dans le graphe composé,
les arétes d’un sommet x # e € e sur un sommet y € f sont des copies de 'aréte {z, e}
du graphe défini par «. Les autres arétes sont des copies des arétes internes {z,y},
x,y € f, du graphe de 8 et des arétes internes {z,y}, x,y # e € e, du graphe de a.
Un exemple est représenté Figure

e ’\
TR g

FI1GURE 4. Une composition dans 'opérade du graphe complet

On définit ainsi des morphismes de compositions

K(e) x K(f) == K(e\{e} Uf)

pour tout e € e qui donnent & la collection de posets K(e), e € Ob Bij, la structure
d’une opérade dans les posets. Notons que l'ensemble IC(1) est réduit & un point
qui représente I'unité de 'opérade. Comme on ne considére que des opérades non-
unitaires dans la suite, on prendra aussi par convention K(0) = ), ce qui differe de la
définition de [3].

2.3. La categorie des K-opérades. — On appelle K-diagramme une collection
de foncteurs M : K(e) — C sur les posets K(e), e € Ob Bjj. On adoptera la no-
tation M (k) pour désigner le terme du diagramme associé & un systeéme de poids
orienté x € K(e). Le morphisme associé & une relation d’ordre o < 3 dans K(e) sera
noté i, : M(a) — M(S).

Une K-opérade est un K-diagramme P muni

(a) de morphismes

P(r) 25 P (k)
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associés a chaque bijection ¢ € Mor Bij, de telle sorte que le diagramme

P(a) —2> P(¢.a)

i*i ii*
P() — = P(6.0)

commute pour toute relation o < 3,
(b) de morphismes de compositions

P(a) ® P(3) =% P(a o, (),

definis pour tout e € e lorsque « € K(e), de telle sorte que le diagramme

P(a) ® P(8) ——= P(a o 3)

P(7) ® P(6) ——=P(70c )

commute a chaque fois que 1'on a des relations o < vy et § < § dans K,
(¢) et d’un élément unité 1 € P(1)
vérifiant une extension naturelle des axiomes usuels des opérades. Un morphisme de
K-opérades ¢ : P — Q consiste naturellement en la donnée de morphismes de K(e)-
diagrammes ¢ : P(k) — Q(k), pour e € Ob Bij, commutant & l’action des bijections,
aux produits de compositions opéradiques, et préservant les unités. La catégorie des
KC-opérades sera notée O .

On note qu'une K-opérade ne possede pas de composante P(k) avec k € K(0)
puisque l'on suppose par convention K(0) = (.

2.4. Structures de K-opérades constantes et colimites. — Soit P € Oy une
opérade au sens usuel, supposée non-unitaire. La collection des K(e)-diagrammes
constants
P(k) =P(e), k€ K(e), ee€ ObBij,

hérite d’une structure de K-opérade évidente. On a ainsi un foncteur d’objet constant
cst : Oy — OOIC de la catégorie des opérades usuelles Oy dans la catégorie des K-
opérades O .

En sens inverse, toute [C-opérade P a une opérade usuelle associée colimg P définie
par les colimites de ses diagrammes sous-jacents :

(collclm P)(e) = sg,lclgl) P(k).

L’action des bijections et la structure de composition de colimy P s’obtient en assem-
blant l'action des bijections et la structure de composition de P sur la colimite. De
la sorte, on a aussi un foncteur colimy : (’)O’C — Oy de la catégorie des K-opérades
OO’C dans la catégorie des opérades usuelles Oy. Notons simplement que la convention
K(0) = 0 entraine que la colimite d’une K-opérade est une opérade non-unitaire.
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L’adjonction usuelle entre colimites et diagrammes constants entraine que ces fonc-
teurs définissent une relation adjonction

co’lcim COF = O : st

entre la catégorie des K-opérades et la catégorie des opérades usuelles.

Dans la suite, on dira qu'une opérade dans les dg-modules P a une K-structure si
on s’est donné une K-opérade P telle que P = colimy P. Générallement, on adopte
la méme notation pour la colimite P(e) = colim,cx(e) P(x) et la K-opérade sous-
jacente P(x). En cas de risque de confusion préjudiciable, on marquera simplement
les termes de ces structures avec des variables k € K(e) et e € Bij, comme dans
Iidentité ci-dessus, pour distinguer les deux notions d’opérades.

On observe :

Théoréme 2.5 (voir [9, Theorem 2.2.8]). — La catégorie des K-opérades non-
unitaires (’)6C hérite d’une structure modéle cofibremment engendrée telle qu’un mor-
phisme ¢ : P — Q est une équivalence faible (respectivement, fibration) si chacune
de ses composantes ¢ : P(k) — Q(k) est une équivalence faible (respectivement, fibra-
tion) dans la catégorie de base C, les cofibrations étant caractérisées par la propriété
de relevement a droite par rapport aux fibrations acycliques. O

Dans la référence citée, le résultat est énoncé pour les K-opérades dans la catégorie
des dg-modules C = dgkMod, cependant les arguments restent valables pour toute
catégorie de base modeéle monoidale symétrique cofibremment engendrée. Dans la
référence citée, on considere aussi une sous-catégorie OF de O} constituée des K-
opérades P dont le terme P(1) se réduit & I'unité, mais ceci ne modifie pas le résultat
— par contre, comme dans le cas des opérades usuelles, I'absence de terme P(0) est
essentielle pour avoir une structure modele compléte et pas seulement une structure
semi-modele dans laquelle les axiomes de relevement et de factorisation ne sont assurés
que pour les morphismes dont le domaine est un objet cofibrant.

2.6. La suite emboitée associée a une K-opérade. — L’opérade des graphes
complets a une suite emboitée de sous-opérades

Kic---CK, C--- CcolimK, =K

dont les termes K,,(e) sont constitué des systeémes de poids orientés k = (u, o) € K(r)
tels que max.f(er) < n. On pose également Koo = K.
La construction du peut étre appliquée pour produire, a partir de la structure
d’une K-opérade P, une suite d’opérades usuelles
*) colimP — -+ — colim P — -+ — colim{colim P} = colim P
K1 n Kn K

n

telles que (colimy, P)(e) = colim,cx,, () P(x). Les morphismes

colim P — colim P

n—1 n

sont induits par les inclusions de posets K,,—1(e) C K, (e), e € Ob Bij. On utilise
aussi la notation P,, = colimy, P pour désigner les opérades de la suite (*).
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2.7. Opérades cellulaires sur 1’opérade du graphe complet. — Rappelons
que 'opérade commutative C, associée & la catégorie des algebres associatives et com-
mutatives sans unité, vérifie C(r) = 1 pour tout r > 0, ou 1 est l'objet unité de la
catégorie monoidale symétrique sous-jacente, On regarde maintenant cette opérade C
comme une K-opérade constante.

Le foncteur colimy,, : (’)0'C — g ne préserve évidemment pas toutes les équivalences
faibles de K-opérades. C’est pourquoi on introduit la notion de K-opérade cellulaire :
une KC-opérade P augmentée sur 'opérade commutative C est une K-opérade cellulaire
si:

(K1) le morphisme d’augmentation € : P — C est une équivalence faible de K-
opérades ;

(K2) pour chaque e € Ob Bij, le K(e)-diagramme {P(k)} ek (e) sous-jacent a la struc-
ture de K-opérade est cofibrant pour la structure modéle usuelle des diagrammes
dans une catégorie cofibremment engendrée.

Ces conditions (K1HK2) assurent que les suites emboitées (*) associées a des K-
opérades cellulaires sont toutes faiblement équivalentes dans la catégorie des opérades.
La condition (K2)) assure aussi que les morphismes
colim P(e) — colim P(e)
KREKn_1(e) KEKR (&)
dans la suite (*) définissent des cofibrations dans la catégorie de base C et que chaque
opérade Py, (e) = colim, ¢k, () P(k) définit une sous-opérade de la colimite complete
P(e) = colim,cx(e) P(k). On a également une relation d’inclusion P(x) C P(e), pour
tout k € K(e), et P(k) C Py, (e) lorsque k € ICy,(e).

De plus :

Théoréme 2.8 (voir [3]). — La suite d’opérades (*) associée a une K-opérade cel-
lulaire définit une suite emboitée d’opérades faiblement équivalente, dans la catégorie
des opérades, a la suite emboitée des opérades de petits cubes dans C. O]

On notera que les opérades de petits cubes elle-mémes ne proviennent pas d’une
opérade cellulaire sur l'opérade du graphe complet (voir [3]). Par contre 'opérade
simpliciale W, introduite par Barratt-Eccles dans [2], posséde une K-structure na-
turelle telle que les conditions sont satisfaites (voir [3], voir également [9]).
On a ainsi un exemple de K-opérade cellulaire dans la catégorie des ensembles simpli-
ciaux. On obtient un exemple de K-opérade cellulaire dans la catégorie des espaces
topologiques en prenant la réalisation topologique de cette opérade, une K-opérade
cellulaire dans la catégorie des dg-modules en prenant 'opérade de chaine associée.

3. Catégories d’opérations universelles

On considere dans ce travail des diagrammes sur des catégories C-enrichies. Un tel
diagramme 7" : © — C, pour une catégorie C-enrichie ©, consiste en la donnée d’une
application

T:0bO — ObC
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qui a chaque objet a € Ob © associe un objet T'(a) € C et de morphismes

O(b,a) @ T(b) L T(a),

pour chaque couple d’objets (b, a) € Ob© x Ob ©, satisfaisant des relations d’unité et
d’associativité standards par rapport aux morphismes d’identité et de composition de
la catégories ©. Si on a un hom-interne Home(—, —) : C°? x C — C qui fait de C une
catégorie monoidale symétrique fermée, alors la donnée des morphismes T% équivaut
a la donnée de morphismes

T : O(b,a) — Home(T'(b), T(a))
dans C, pour tout couple (b,a) € Ob® x Ob©. Un morphisme de ©-diagrammes
f S — T consiste en la donnée d’une collection de morphismes
f:5() = T(a)

commutant a l'action de ©.
La notion de ©-diagramme contravariant est définie de fagon symétrique, avec des
morphismes agissant en sens inverse :

O(b,a) © T(a) L T(b).

On a une équivalence formelle entre la catégorie des ©-diagrammes contravariant
et la catégorie des diagrammes covariants sur la catégorie C-enrichie ©°P telle que
GOP(Q Q) = 9(@, b)

La catégorie des diagrammes (covariants) associée a une catégorie C-enrichie © sera
notée C°.

Lorsque la catégorie C possede un hom-interne Home(—, —), une structure de ©-
diagramme peut se définir au moyen de la proposition suivante :

Proposition 3.A. —
(a) Une collection d’objets T'(z), x € Ob O, forme un diagramme sur la catégorie
C-enrichie Endr qui a ObEndp = Ob© comme ensemble d’objets et
Endz (b, a) = Home (T'(b), T'(a))

comme hom-objets.
(b) De plus, munir la collection T(a), a € Ob O, d’une structure de O-diagramme
revient a se donner un morphisme de catégories C-enrichies ¢ : © — Endp

Démonstration. — Formel. O
Cette proposition sera appliquée

On utilise la notation pC pour désigner la catégorie d’algebres associée a une
opérade P. Lorsque E est une K-opérade cellulaire, les inclusions de la suite d’opérades (*)
induisent aux niveaux des catégories d’algebres des foncteurs de restriction de struc-
ture :

£ Co--—g C—o-—gC.
On a aussi un foncteur de restriction de structure

cC—eC
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associé au morphisme € : E,, — C induit par 'augmentation de E au dessus de
I'opérade commutative C.

Le Q¢’-diagramme B™(A) associé & une algebre commutative A, tel qu'il est donné
dans [I7], définit un foncteur B : ¢C — C%".
_ On forme maintenant un remplacement cofibrant de la catégorie C-enrichie scindée
sziLsoit R(Q¢P%). La Proposition implique que la catégorie C-enrichie R(QP?) =
uR(QPY) définit un remplacement cofibrant de la catégorie C-enrichie des arbres
élagués Q". Un morphisme de catégories C-enrichies f : & — ¥ induit un fonc-
teur de restriction f* : C* — CY au niveau des catégories de diagrammes. Par
conséquent, 'augmentation e : R(Q%") = Q¢! de notre remplacement cofibrant,
induit un foncteur de restriction ¢* : %" — R,

On démontre le résultat suivant :

Théoréme 3.B. — Le foncteur B" : A— B"(A) défini dans [T7], qui a une algébre
commutative A associe un QP -diagramme B"(A), posséde une extension :

CC Enc ,

Bni .
CQprl - > CR(fo”)

pour les structures introduites précédemment.

Pour la suite on aura besoin de la construction du foncteur B" : g, C — CRE) car
le résultat du théoreme ne le caractérise pas completement. C’est aussi pourquoi on
forme au préalable un remplacement cofibrant de la catégorie C-enrichie scindée (lff’i?
méme si seule la catégorie C-enrichie R(QP1) = wR(QP!) apparait dans le résultat du
Théoreme B.Bl

L’idée expliquée dans l'introduction consiste & associer a toute -opérade P une
catégorie C-enrichie universelle TP agissant sur les termes de la construction bar
n-itérée et a produire un morphisme R(Q%") — TE lorsque E est une K-opérade
cellulaire pour définir I'action de R(2P%) sur B™(A).

On introduit en fait une catégorie C-enrichie scindée sur Q¢ soit TE, et on
définit TP comme la catégorie C-enrichie qui lui est associée.

La définition de TE fait ’objet des paragraphes suivants.

La collection sous-jacente du diagramme B"(A) est, dans tout les cas, défini par
B"(A)(1) = A®™T  TLorsque A est une algebre commutative, le morphisme w, :

A®INT _, A®INg a550cié & un morphisme u : 7 — o de QP effectue le produit des
10 . ., .
facteurs A®% ()i € Ing, associés aux fibres de I’application u : InT — Ing. On a

explicitement
(@ a)= @ {n & )}

j€InT i€lno jEu—1(2)
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Basiquement, I'idée consiste & définir le morphisme u, : A® T — A® 2 de facon
analogue lorsque A est une E,-algebre

Q) a)=Y{ Q{7 @ a}}

JjE€InT k i€lno jEu=1(1)

en remplacant 'opération de multiplication p par des tenseurs d’opérations 71'% €
En(u™"(3)).

La catégorie C-enrichie scindée TE est la structure qui, avec la notion de K-opérade,
nous permettra d’organiser et de controler les opérations wi de la construction.

3.1. Les composantes de la catégorie Tz — On associe a tout arbre élagué
T € Q% une collection d’indices (), indexée par les paires {i < j} C InT, telle que
w(7)i; € N est la profondeur de séparation entre ¢ et j dans arbre représentant T
(voir [8, §A.4]). Formellement, on définit p1;; = p(7);; comme le plus petit entier m tel
que (T -+ 71) (i) # (T -+~ 71)(j). Pour un arbre élagué € Q% on a nécessairement
u(T)ij <mn, Vi < j.

La composante de la catégorie scindée TE associée a un morphisme u : 7 — ¢ est
définie par le produit tensoriel

’YTPL(I7Q)U: ® P(u(z)ufl(j)aidufl(j))a
j€lna

ol 4u(1),-1(;) désigne la restriction de p(r) aux paires de v~ '(j) C Inz et id,-1(

désigne l'ordre naturel, hérité de In7, du sous-ensemble u~1(j) C InT, le couple

(1(T)u-1(j),1dy-1(;)) définissant ainsi un élément de K(u~'(j)), pour tout j € Ing.
Pour chaque 7 € Ob Q%" on a un morphisme naturel

1= Tz, 1= Q) P(1)
JEInT
induit par 'unité de P qui donne un morphisme d’identité pour be
On se donne maintenant un couple de morphismes composables
o=
Pour définir 'opération de composition de TE, on part de 'observation suivante :

Observation 3.2. — Pour chaque i € Ing, Uopération de composition du graphe
complet

K@ e{ @ K ®)} - Kww) @)

kev—1(i)
composant un facteur N\, € K(w=t(k)) sur Uentrée k € v=1(i) d'un élément k €
K(v=1(i)), applique la collection d’éléments
k= (1(0)s1 (i), idy-1()) € K(07H(0))
Mo = (D) w1 (hys idw-1(k) € K(wTH(K)), k€v™(0),
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sur un élément plus petit que

1= (1T (ww) 1 (1) 10wy (1)) € K((vw) (7))
par rapport a Uordre du poset K((vw)~1(4)).

3.3. Le morphisme de composition de Y. — L’observation précédente entraine
I’existence d’un morphisme

P(/J‘(Q)v—l(i)vidv—l(i))@{ X P(/J'(I)w—l(k)vidw—l(k))}
kev—1(i)

— P(1(T) (vw) 1 (6)» 1 (w1 (3 )

déduit de la structure de K-opérade de P. On forme le produit tensoriel sur j € Ing
de ces morphismes pour définir le produit de composition

’YE(Q’ Q)U ® ’Y\E(Ia Q)'w - YZ(I7 Q)vw

On vérifie aisément que cette opération de composition, et notre opération identité,
satisfont les propriétés attendues pour une catégorie C-enrichie scindée sur Q¢P*, de
sorte que :

Proposition 3.4. — Notre construction donne une catégorie C-enrichie Y, scindée
sur QP naturellement associée a chaque K-opérade P. O

n
En outre, on voit clairement que :

Proposition 3.5. — Pour lopérade commutative C (considérée comme une K-opérade
constante), on a lidentité Y& = QP?. O

On dit qu’une opérade P est C-cofibrante si ses composantes P(x) sont des ob-
jets cofibrants de C. Cette condition technique intervient dans le cas C = dgkMod
lorsque ’anneau de base k n’est pas semi-simple pour assurer qu'un produit tensoriel
d’équivalences faibles P(k) = Q(k) est encore une équivalence faible. Une K-opérade
cellulaire est automatiquement C-cofibrante.

On montre maintenant :

Lemme 3.6. — Le foncteur Qipi P — TE applique une fibration acyclique entre
K-opérades (C-cofibrantes dans le cas C = dgkMod) sur une fibration acyclique de
catégories C-enrichies scindées au dessus de QP

Démonstration. — Le lemme est une conséquence directe du fait que les fibrations
acycliques, tant dans la catégorie des K-opérades que dans la catégorie des catégories
C-enrichies scindées au dessus de Q% sont créées par oubli de structure dans la
catégorie de base et qu'un produit tensoriel de fibrations acycliques (entre objets

cofibrants dans le cas C = dg kMod) est encore une fibration acyclique. O

On a alors :
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Proposition 3.7. — Soit E une K-opérade munie d’une fibration acyclique ¢ : E =
C. Le probleme de relévement

> 7YE
Fry ln
R(Qr) —— Qo' ——= 1§

possede une solution 1 qui est de plus unique a homotopie prés.

On rappelle que R(€Q") désigne un remplacement cofibrant de Q2P dans la catégorie
des catégories C-enrichies scindées au dessus de Q.

Démonstration. — Cette proposition est une conséquence directe du Lemme [3.6] et
de ’axiome de relevement des catégories modeles. O

On suppose maintenant que E est une K-opérade cellulaire de sorte que l'on a
une inclusion E(k) C colim,ei () E(k) = E(e), pour chaque x € K(e), et En(e) =
colimex,, e) E(x) définit une sous-opérade de la colimite E(e). On a aussi une inclu-
sion E(k) C E,(e) lorsque k = (p,0) € K, (e), ce qui revient par définition de K,, & la
relation maxe s (fef) < n.

On a noté que le systéme de poids p(7) associé & un arbre élagué de n niveaux 7 €
QeP? vérifie max;;(u(r);;) < n. Par conséquent :

Observation 3.8. — Dans les hom-objets
Th(r0)u = @ E((@)u-1)idu-1(),
i€lno

les éléments p € E(u(T)y-1(;), idy-1(s)) définissent des opérations de Ey(u~"(i)).

3.9. Définition de la structure de diagramme sur la construction bar n-
itérée. — On peut maintenant définir la structure de R(Q¢P?)-diagramme sur les
termes du complexe bar n-itéré B™(A) lorsque A décrit la catégorie des E,-algebres.
On rappelle que 'on a fixé un catégorie C-enrichie cofibrante R(2P?) associée a une
catégorie C-enrichie scindée E(ﬁzpi), de sorte que :

RO (zo)= [ RO )

wEMor, oy (7.0)
On pose B"(A)(1) = A®"T. Le morphisme
RO (1,0) @ B (A)(x) — B"(4)(0)
est défini sur la composante R(QPY)(z, )., de R(QP%)(z, o) par la composée
R(QP)(z,0)u ® A®"E — TL(z,0), © AT
= @ (D10 ) @ 4% D) - A= e,

i€lno



LE COMPLEXE BAR ITERE COMME DIAGRAMME HOMOTOPIQUE 25

ou intervient : le relevement v : T?,(?szi) — TE construit dans la Proposition ;
et les morphismes E(u(T)y-1(;),1dy-1(;)) ® A®u () A déduit de la structure
de Ep-algebre de A via la relation E(u(1)y—1(;),idy-1(;)) C En(u~'(i)) donnée par
'observation 3.8

Les propriétés d'unité et d’associativité de 'action des catégories C-enrichies sur
un diagramme se vérifient aisément, de sorte que I'on a bien construit un R(Q¢P?)-
diagramme B"(A) naturellement associé & chaque E,-algebre A.

Lorsque A est une algebre commutative, notre composée donnant action de R(5P?)
sur B"(A) factorise par :

QP (r,0), ® AT =71, 0), @ ABINT

= Q) {C(D) a1y idy-1 () @ AP D} — A® Ine,

i€lno
On a
QP (1,0) = TS(1,0)u = C(u(T)y-10i)s idy-1(5)) = 1

et ce morphisme composé s’identifie au morphisme u, : A® T — A® "2 multipliant
10y L .
les facteurs A®* () j € Ing, associés aux fibres de ’application

u:Int— Ing.

On retrouve ainsi la définition de [I7] pour le Q¢ -diagramme associé & une algebre
commutative.

Cette derniere remarque montre que la construction de ce paragraphe donne un
foncteur B" : g, C — CRI%") gatisfaisant toutes les propriétés énoncées dans le
Théoreéme BBl et achéve la démonstration de ce résultat. O

Remarque. — Observons que les morphismes TTEL(L 0)y ® A®INT g8 ing qui
interviennent dans la construction du déterminent une action de YE = u'f,El
sur A. Les morphismes adjoints 'Y,EL(L 0)u > Home(A® Inz p® Ino) déterminent,
dans ’idée de la Proposition le morphisme de catégories C-enrichies w : TE —
Endpn(4) auquel cette action est associée.

L’action de R(Q%%) = uR(QP?) sur B"(A) est associée au morphisme composé :
uﬁ(ﬁff’l) & u:fTEL 2 Endgn(A) .

La construction du Lemme [3.7) entraine que des choix de morphismes 1 différents
conduisent a des morphismes homotopes a gauche dans la catégorie des catégories
C-enrichies scindées sur Q. Les morphismes composés wi) associés & des choix de
morphismes 1 différents sont également homotopes a gauches dans la catégorie des
catégories C-enrichies, puisque le foncteur u : ©® — u® s’intégre dans une adjonction
de Quillen et la composition (& gauche) préserve la relation d’homotopie (&4 gauche)
dans une catégorie modele. La structure de catégorie C-enrichie scindée permet ainsi,
meéme si elle n’apparait pas dans le résultat final de notre construction, de caractériser
I'action de la catégorie C-enrichie R(Q¢P) sur B"(A).
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INTERPRETATION DE LA E,-HOMOLOGIE
EN TERMES DE FONCTEURS TOR CATEGORIQUES

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme, énoncé dans l'introduction
de Darticle, donnant interprétation de I’homologie du complexe bar n-itéré d’une E,,-
algébre en termes de foncteurs Tor catégoriques.

On commence {4 par définir la notion de foncteur Tor sur une catégorie C-enrichie.
On utilise pour cela que la catégorie de diagrammes associée a une catégorie C-enrichie
hérite d’une structure de catégorie modele cofibremment engendrée.

On se concentre ensuite sur le cadre différentiel gradué. On définit §5| un analogue
des constructions cobar-bar de I'algebre pour les catégories scindées enrichies en dg-
modules (on parle alors de dg-catégories). La construction cobar-bar produit, sous
des hypotheéses minimales, un modele cofibrant de toute catégorie scindée O dans
la catégorie des dg-catégories scindées. On définit une construction de Koszul
qui donne un modele minimal de la catégorie scindée des arbres élaguées QP! puis
on montre comment déduire un complexe calculant les foncteurs Tor de la structure
cette catégorie cofibrante particuliere. On applique la construction de Koszul §7] pour
prouver 'identité de I'homologie du complexe bar n-itéré B™(A) avec un foncteur Tor
catégorique.

On consacre la section d’appendice §8]a la démonstration d’une propriété clé pour
appliquer la dualité de Koszul a la catégorie des arbres élagués.

4. Foncteurs Tor sur une catégorie enrichie

On peut revenir pour cette section au contexte général d’une catégorie de base
quelconque C, munie d’une structure modele cofibremment engendrée qui en fait une
catégorie modele monoidale symétrique comme au On doit simplement se restrein-
dre a des catégories C-enrichies O telles que :

— le morphisme d’identité 7 : 1 — ©(z, z) est une cofibration dans C, pour tout
z € ObO,

— les hom-objets O(b,a) sont cofibrants dans C, pour tout les couples (b,a) €
Ob©® x ObO ;

On dit dans cette situation que la catégorie © est C-cofibrante (ou dg-cofibrante
lorsque C = dgkMod). On supposera tacitement que cette hypotheése, que l'on ne
rappellera que dans les théoremes principaux, est satisfaite pour toutes les catégories
considérée dans cette section. On peut montrer qu'une catégorie C-enrichie cofibrante
est automatiquement C-cofibrante.

La restriction a des catégories C-enrichies C-cofibrantes n’est pas nécessaire pour
certains de nos résultats (mais pas tous) lorsque la catégorie de base C vérifie 'axiome
du monoide de [21] (ce qui est le cas des catégories C = Simp, Top, dg k Mod considérées
dans cet article).

On sait (voir par exemple [10], §11.6]) que la catégorie de diagrammes associée & une
petite catégorie © hérite d’une structure de catégorie modele cofibremment engendrée
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de la catégorie de base. Une généralisation formelle de ce résultat donne dans le cadre
des catégories C-enrichies :

Théoréme 4.1. — La catégorie de diagrammes C® associée d une catégorie C-enri-
chie © hérite d’une structure de catégorie modéle cofibremment engendrée avec pour
équivalences faibles (respectivement, fibrations) les morphismes de ©-diagrammes f :
S — T dont les composantes [ : S(z) — T(x) sont des équivalences faibles (respec-
tivement, fibrations) dans la catégorie de base C, pour tout x € Ob©, les cofibrations
étant caractérisées par la propriété de relevement a droite par rapport aux fibrations
acycliques. O

Les cofibrations (acycliques) génératrices de C® sont les morphismes
i®0(z,—):C®0(z,—-) = D®O(z,—)
donnés par les produits tensoriels avec les foncteurs de Yoneda
O(z,—-), z€0bo,
des cofibrations (acycliques) génératrices i : C — D de la catégorie de base C.

On définit une C-cofibration (acyclique) de ©-diagrammes comme un morphisme
f S — T dont les composantes f : S(z) — T(z) sont des cofibrations dans la
catégorie de base C, pour tout objet x € Ob©. On dit qu'un diagramme T est C-
cofibrant lorsque le morphisme initial 0 — T est une C-cofibration. On utilise aussi
les terminologies de dg-cofibration et d’objet dg-cofibrant pour désigner ces notions
dans le cadre différentiel gradué.

La proposition suivante montre que les C-cofibrations de ©-diagrammes forment
une classe élargie de cofibrations au sens de [7, §11.1.16] :

Proposition 4.2. —
(a) Les C-cofibrations (acycliques) de diagrammes sont stables par extension de
cobase, par composition (transfinie), et par rétraction.
(b) Une cofibration (acyclique) de diagrammes est aussi une C-cofibration (acy-
clique).

Démonstration. — On montre aisément que le foncteur d’oubli U : C® — C°P® qui &

un O-diagramme T associe sa collection d’objets sous-jacente T'(z), x € Ob ©, crée les
colimites. L’assertion @ est une conséquence immédiate de cette observation, du fait
que les cofibrations (acycliques) dans une catégorie modele sont stables par extension
de cobase, par composition (transfinie), et par rétraction. L’axiome du pushout-
produit des catégories modeles monoidales symétriques entraine que les cofibrations
(acycliques) génératrices

i®0(z,—):Co0(z,—) > D0O(z,—)

sont des C-cofibrations. L’assertion (]E[) s’ensuit puisque toute cofibration (acyclique)
de C® est rétract d'un complexe cellulaire relatif produit par des compositions (trans-
finies) d’extensions de cobases de cofibrations (acycliques) génératrices. O
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4.3. Produit tensoriels sur une catégorie enrichie. — Le produit tensoriel sur
une catégorie enrichie est un objet de la catégorie de base
S®ReT eC

naturellement associé a un ©-diagramme contravariant S et a un ©-diagramme co-
variant 7. Il est défini par un coégalisateur réflexif de la forme :

S0

/M\

HiwcorexelS@ ©Ob.a) © T0)} == [cope(S@) ©T@) S @o T ;

avec le morphisme dy induit composante par composante par ’action a droite de la
catégorie © sur S :

(@) ® O(ba) ® T(b) 272, §(b) & T(b) ;

le morphisme d; induit par 'action a gauche de © sur T :

(@) ® O(ba) ® T(1) 22, 5(a) © T(a) ;

et le morphisme sy induit par le morphisme d’identité de O :

S(z) @ T(z) = S(z) ® 19T (z) 22T, §(1) © O(z, 2) ® T(z).

On peut aussi adopter la notation usuelle des cofins

S®eT = /me@ S(z) ® T'(z)

pour représenter ce produit tensoriel.

Le produit tensoriel S ®g T définit clairement un bifoncteur qui, par le principe
de commutation des colimites, préserve les colimites en S et les colimites en T. De
plus :

Observation 4.4. — Pour un foncteur de Yoneda contravariant S = ©(—, ), on a
un isomorphisme naturel ©(—, x)ReT ~ T(x). Pour un foncteur de Yoneda covariant
T =0(z,—), on a symélriguement S ®g O(z, —) ~ S(z).

On a aussi (en utilisant que le produit tensoriel de C préserve les colimites) :

Observation 4.5. — Soit C € C. On a les identités :
(CeSReT=C®(S®eT)=5S®e (CaT),

pour les diagrammes C @ S et C ® T définis point par point par le produit tensoriel
avec C' dans C.

On s’intéresse maintenant aux propriétés homotopiques du produit tensoriel S®ReT.
On utilise des pushout-produits de bifoncteurs pour simplifier ’étude de ces propriétés.
On rappelle la définition de cette construction pour le produit tensoriel S ®¢ T'. On
renvoie & [11] §4.2] pour la définition initiale du pushout-produit appliquée au produit
tensoriel d’une catégorie monoidale symétrique.
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4.6. Pushout-produits. — Le pushout-produit, relativement au produit tensoriel
sur ©, d'un morphisme de ©-diagrammes contravariants f : A — B et d’un mor-
phisme de ©-diagrammes covariants g : S — T est le morphisme f[Jgg produit par
le diagramme de pushout :

A
A®@S$>A®@T
f®®5¢
\
B®®S,,,,,,>B®@S®A®GSA®®T

T fOeg

BReg

On a la propriété suivante :

Lemme 4.7. — Le pushout-produit flgg est une cofibration dans C

(a) lorsque le morphisme de diagrammes f est une C-cofibration et g est une cofi-
bration de diagrammes,

(b) ou inversement lorsque le morphisme f est une cofibration de diagrammes et g
est une C-cofibration.

En outre, si f ou g est acyclique, alors le pushout-produit fleg est aussi une cofi-
bration acyclique.

Démonstration. — On se concentre sur la situation @ car les arguments sont symé-
triques dans 'un et ’autre cas.

Comme le foncteur S ®g — préserve les colimites, il suffit d’apreés 'argument de [11,
Lemme 4.2.4] de considérer le cas d’une cofibration (acyclique) g génératrice, donc
d’un morphisme de la forme

i®0(z,—):Co0(z,—) > D0O(z,—)

ol ¢ est une cofibration (acyclique) génératrice de C. Les observations et
entrainent alors que le pushout-produit flgg s’identifie au pushout-produit, rela-
tivement au produit tensoriel de C, des morphismes f : S(z) — T(z) et i : C — D
dans C. L’axiome du pushout-produit pour les catégories monoidales symétriques
nous permet de conclure immédiatement que ce morphisme f[i est une cofibration
(acyclique) et le lemme s’ensuit. O

Ce lemme entraine :

Lemme 4.8. —

(a) Lorsque le diagramme S (respectivement, T') est C-cofibrant, le produit tensoriel
S ®e T applique une cofibration (acyclique) en T (respectivement, S) sur une
cofibration (acyclique) dans C.

(b) Lorsque S (respectivement, T) est cofibrant comme diagramme, le produit ten-
soriel S ®o T applique une C-cofibration (acyclique) en T (respectivement, S)
sur une cofibration (acyclique) dans C.
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Démonstration. — L’assertion @ est une conséquence directe du Lemmeappliqué
au morphisme initial f : 0 — B (respectivement, g : 0 — T') et & une cofibration
(acyclique) g : S — T (respectivement, f : A — B). L’assertion se démontre de
fagon analogue. O

Puis :

Théoréeme 4.9. —

(a) Lorsque le diagramme S (respectivement, T') est C-cofibrant, le produit tensoriel
S ®e T appliqgue une équivalence faible en T (respectivement, S) entre dia-
grammes coftbrants sur une équivalence faible dans C.

(b) Lorsque S (respectivement, T') est cofibrant comme diagramme, le produit ten-
soriel S ®o T applique une équivalence faible en T (respectivement, S) entre
diagrammes C-cofibrants sur une équivalence faible dans C.

Démonstration. — Conséquence directe du Lemme et du lemme de Brown [I1,
Lemme 11.1.12] étendu aux classes élargies de cofibrations (cf. [, Proposition 11.1.18]).
O

Lorsque la catégorie de base C satisfait & I'axiome du monoide de [2I], on peut
omettre les conditions de C-cofibration dans le théoréeme, cependant on n’aura pas
besoin de ce résultat plus fort.

4.10. Définition des foncteurs Tor sur une catégorie enrichie. — On con-
sidere maintenant le cas de catégories enrichies dans la catégorie des dg-modules
C = dgkMod. Soit S un ©-diagramme contravariant dg-cofibrant. Soit 7" un O-
diagramme covariant dg-cofibrant. Le Théoreme montre qu’il est raisonnable de
définir un foncteur Tor par :

Tor®(S,T) = H.(S ®e Q),

ou @ est un remplacement cofibrant de T dans la catégorie des ©-diagrammes. En
effet, le Théoreme entraine que Tor®(S,T) définit un bifoncteur en S et en T
satisfaisant les propriétés d’'invariance homotopique usuelles des foncteurs Tor. C’est
ce foncteur Tor qui intervient dans le théoreme de 'introduction.
On a aussi :
Tor®(S,T) = H.(P ®e T),

ou P est un remplacement cofibrant de S dans la catégorie des ©-diagrammes con-
travariant, puisque les morphismes P = S et Q — T induisent, d’apres le Théoréme
des équivalences faibles :

P®@Q4N>P®@T

S®e Q
de sorte que 'on a un isomorphisme naturel H,(S ®e Q) ~ H.(P ®o T).
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4.11. Construction bar a coefficients. — On consideére toujours le cas de catégo-
ries enrichies dans la catégorie des dg-modules C = dg k Mod, cependant la construction
introduite dans ce paragraphe possede une analogue dans la catégorie des ensembles
simpliciaux C = Simp et dans la catégorie des espaces topologique C = Top qui sont
munies d'un bon foncteur de réalisation géométrique | — | : 2" — C tel que :
— la réalisation commute au produit tensoriel par un objet simplicial discret C' €
C;
— le morphisme d’augmentation naturel € : C' — 7o(C), ot mo(C) = coker(dg, d; :
C1 = (), induit une équivalence faible au niveau des réalisations € : |C| —
mo(C) lorsque C' est muni d’une dégénérescence supplémentaire s,1 : Cp, —

On_;,_l, Vn € N.
Quand on travaille dans le cadre différentiel gradué, un tel foncteur de réalisation
est donné par le foncteur de complexe normalisé | — | = N.(—) qui & un dg-module

simplicial C' associe le complexe total du complexe de dg-modules
Nn(C) = Cn/s()cnfl + -+ Snflcnflv

muni de la différentielle 0 : N,,(C) — N,,—1(C) définie par la somme alternée des faces
de C. On reviendra sur l'interprétation du complexe normalisé comme un foncteur
de réalisation abstrait dans la démonstration du Lemme lorsqu’on utilisera des
propriétés générales des foncteurs de réalisation pour obtenir notre résultat.

On définit une construction bar & coefficients B(S,0,T), pour tout ©-diagramme
contravariant S, pour tout ©-diagramme covariant 7', qui nous permettra de donner
un complexe explicite calculant Tor® (S, T). Cette construction est une généralisation
dans le cadre des catégories enrichies de la construction bar classique d’une algebre
différentielle graduée. On forme d’abord l'objet simplicial B(S,©,T) tel que

B,(S,0.T)= P Sz @0(z,20) @ @O(z,,2, 1) @T(z,) ;

(Zgse-s,)

avec la face dy induite composante par composante par le morphisme

S(zg) ® ©(2y,29) — S(24)

défini par I'action de © sur S ; les faces d;, 0 < i < n, induites par les morphismes
Oz, ;1) ®O(Z;41,2;) = O(Zi 41,2 1)

définis par la composition de © ; et la face d,, induite par le morphisme

G(gnvgn—l) & T(ln) - T(gn)

défini par I'action de © sur T ; les dégénérescences s;, 0 < j < n, étant induites les
morphismes

1 — O(z;,2;)
définis par les morphismes d’identité de ©. On pose ensuite :

B(5,0,T) = N.(B(S,0,7)).
Lorsque T est un foncteur de Yoneda covariant T' = O(a, —), le morphisme de

composition de ©
O(b,a) ® O(a, z,) — ©(b, z,,)
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induit un morphisme
de sorte que la collection de dg-modules
5(57@;(—))(£) 25(5767@(£7_))7 &E Ob®7
définit un ©-diagramme simplicial naturellement associé a .S. En outre, le morphisme
S(zy) ® O(a, zy) — S(a)

donné par 'action de © sur S définit une augmentation de ce diagramme simplicial
B(©6,0,T) sur T.

On forme le ©-diagramme B(S,0,0) = N.(B(S, 0, 0)) associé a ce O-diagramme
simplicial, qui est également muni d’une augmentation € : B(S,0,©) — S induite par

laugmentation de B(S,0,0). Les propriétés suivantes sont des généralisations na-
turelles des propriétés classiques du complexe bar des algebres différentielles graduées.

Lemme 4.12. — L’augmentation naturelle B(S,0,0) — S est une équivalence faible,
pour tout O-diagramme S.

Démonstration. — Les morphismes

S(zg) ® O(z1,25) ® - ®O(2,,, 2, 1) ®O(z,1,,)
— S(zy) ® O(xq,20) @+ R O(2,,,2,_1) ®O(z,2,) @ Oz, x)

induit par le morphisme d’identité 1 — O(z, z), définissent une dégénérescence supplé-
mentaire
B(O(—,x),0,T), — B(O(—,x),0,T)ni1

sur le dg-module simplicial B(S, ©, ©(z, —)), pour tout objet z € Ob © fixé. L’existence
de cette dégénérescence supplémentaire entraine que "augmentation de B(S, 0, 0(z, —))
induit une équivalence faible

B(S’ 0, @)(@) = N, (E(Sv e, @(£7 _))) = S(g),
pour tout z € Ob©. La conclusion s’ensuit. O
Lemme 4.13. — Le diagramme B(S,0,0) est cofibrant comme diagramme.

On utilise pour démontrer ce lemme des propriétés générales des foncteurs de
réalisation | — | dans une catégorie modele cofibremment engendrée.

On rappelle briévement comment le foncteur de normalisation N,.(—) s’interpréte
comme un foncteur de réalisation | —| dans la catégorie des dg-modules. On considére
les complexes de chaines normalisés N,(A™) des n-simplexes A™ € Simp. Les pro-
duits tensoriels C ® N,(A™), n € N, associés & un dg-module cofibrant C' définissent
un encadrement cosimplicial de C' au sens de [1I} Définition 5.2.7]. Le foncteur de
réalisation d’un dg-module simplicial C, cofibrant au sens de Reedy, est alors défini
par la cofin

A
| = / C, @ N.(A")
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sur la catégorie simpliciale A. On constate aisément que le complexe normalisé N, (C)
s’identifie a cette cofin en utilisant que les n-simplexes A™ € Simp sont définis par les
foncteurs de Yoneda A™ = Mora(—, [n]) sur A.

On peut également appliquer cette construction pour identifier le ©-diagramme
B(S5,0,0) = N.(B(S,0,0)) a la réalisation de B(S,0,0) dans la catégorie des
O-diagrammes contravariants.

Démonstration. — On démontre que le ©-diagramme simplicial B(S, 0, ©) est cofi-
brant au sens de Reedy, ce qui, d’aprés un résultat général sur les réalisations [10]
Théoréme 19.8.2], entraine que le ©-diagramme B(S,0,0) = N,(B(S,0,0)) est
cofibrant.

On utilise dans notre argument le pushout-produit m-itéré f5™ d’un morphisme
de dg-modules f : Cy — C7, défini comme le morphisme de coin

colim {Cel®--~®06m}fm—m>01®---®01
(€15016m)<(1,...,1)
du diagramme cubique dont les sommets sont les produits tensoriels de dg-modules
Co, @R C,, ., ¢ € {0,1}, et les arétes les morphismes C¢, ® - @ f ® -+ ®
C.,. induits par f. Le pushout-produit m-itéré f5™ s’identifie aisément au pushout-
produit f7~10f du pushout-produit (m — 1)-itéré f5™=1 et de f. Par conséquent,
on déduit des axiomes des catégories modeles monoidales que le pushout-produit m-
itéré d’une cofibration de dg-modules forme lui-méme une cofibration de dg-modules.
Le morphisme d’assemblage (latching-morphism, voir [IT}, §5.2], [I0, §15])

A:L,B(S,0,0)(z) — B,(5,0,0)(x)
s’identifie, par inspection des définitions, au coproduit de morphismes
S(QO) ® /\(£O7 R ,En) ® 6(2’ Qn)v

tels que A(zy, . ..,x, ) est un produit tensoriel de morphismes identiques

id : @(%Hv%) - @(%Haii)a

sur les facteurs associés aux couples (z;,,,2;) tels que z;,, # z;, avec des pushouts-
produits itérés 7™ de morphismes d’identité

n:1—6(z;,z)

sur les facteurs associés & des intervalles (z,,...,z;,,,) tels que z;,,,, = --- = z;.

On déduit des axiomes des catégories modeles monoidales et des hypotheses sur
les catégories enrichies que A(zy,...,z,) forme une cofibration de dg-modules, pour
tout n-uplet d’objets (zg,...,z,).

Si on fait varier z, alors on obtient que notre morphisme d’assemblage est une

somme de produits tensoriels de morphismes de ©-diagrammes de la forme
S(EO) 0y )‘(im cee 7£n) ® 6(7;£n)

On observe aisément que le produit tensoriel externe d’un ©-diagramme avec un dg-
module satisfait I’axiome du pushout-produit. Par conséquent, le produit tensoriel
du diagramme de Yoneda O(—,z,,), qui est un ©-diagramme contravariant cofibrant,
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avec le morphisme de dg-modules S(z)®A(zy, - . ., ,,), qui est une cofibration, définit
une cofibration dans la catégorie des ©-diagrammes contravariants.

On conclut de tout ceci que le morphisme d’assemblage A : L,B(S,0,0) —
B, (S,0,0) définit une cofibration dans C®, pour tout n, ce qui termine la démons-
tration du lemme. O

Le diagramme B(S, 0, ) définit donc un remplacement cofibrant de T'.

Maintenant, on montre aisément :

Observation 4.14. — On suppose que S est un ©-diagramme contravariant sim-
plicial. On a un isomorphisme naturel N,(S ®e T) = N.(S) ®e T, pour tout ©-
diagramme covariant T .

Cette observation est une conséquence directe de la définition de S ®g T comme
un coégalisateur (réflexif).

Pour le ©-diagramme B(S,0,0), on en déduit :
Lemme 4.15. — On a un isomorphisme naturel B(S,0,0) ®g T = B(S,0,T).

Démonstration. — Conséquence directe des observations[£.4]et[4.5]et de I'observation
précédente. O

Les lemmes entrainent :
Proposition 4.16. — On a l’identité
Tor®(S,T) = H.(B(S,0,T)),
pour tout couple de diagrammes dg-cofibrants (S,T). O

On revient maintenant au cadre général des catégories modeles monoidales symé-
triques cofibremment engendrées. Pour mémoire, on note le résultat suivant :

Proposition 4.17. — Un morphisme de catégories C-enrichies f : & — U qui est
Videntité sur les objets (on suppose tacitement Ob® = Ob W) induit des foncteurs
d’extension et de restriction

fi:c®=cv .
qui forment une adjonction de Quillen. Si f est une équivalence faible, alors ces
foncteurs définissent une équivalence de Quillen.

Le diagramme f*T obtenu par restriction de structure d’'un W-diagramme 7" est
défini par f*T(xz) = T(z) sur les objets z € Ob ®, avec l'action de ® définie par le
morphisme composé :

feT(b)
e

(b, a) ® T(b) W(ba) © T(b) L T(a).

Le diagramme f},S obtenu par extension de structure d'un ®-diagramme S peut se
représenter par un produit tensoriel catégorique :

fiS(z) = ¥(—,2) ®s S,
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ou on consideére la restriction de structure du W°P-diagramme de Yoneda ¥(—,z)
associé & a € Ob W. Le morphisme naturel ¥(b,a) ® ¥(—,b) — ¥(—,a), défini par le
morphisme de composition de ¥, induit un morphisme

\Ij(bvg) ® {\I}(_vb) Xd S} - {\II(_7Q) Ko S}

qui donne sa structure de U-diagramme a f,.5. Une vérification formelle montre que
ce foncteur fi: S +— f,S est bien adjoint au foncteur de restriction de structure.

Démonstration de la Proposition — Le foncteur de restriction de structure pré-
serve clairement les fibrations et les fibrations acycliques puisque ces classes de mor-
phismes sont créées dans la catégorie de base par oubli de structure. On en conclut
immédiatement que les foncteurs de restriction et d’extension de structure définissent
une adjonction de Quillen.

On suppose maintenant que f est une équivalence faible. Lorsque S est une ®-
diagramme cofibrant, le morphisme de diagrammes de Yoneda f : &(—, z) — ¥(—, z)
induit une équivalence faible

P(—,z) ® S = U(—,2) ®s S

puisque, d’apres le Théoreme[£.9] le produit tensoriel —®¢4 S préserve les équivalences
faibles entre diagrammes C-cofibrants. En utilisant la relation formelle

S(z) = (-, z) ®e S,

on en conclut que I'unité d’augmentation S — f*fi.S associée & un ¥-diagramme
cofibrant S est une équivalence faible. Soit 7" un ¥-diagramme quelconque. On forme
un remplacement cofibrant de f*T, soit S — f*T, et on considere le diagramme
commutatif

S ————f*T

Nl l\

IS —— LT ia

.

T

combinant unité et augmentation d’adjonctions, pour en déduire que I'image du mor-
phisme fiS — T adjoint de S = f*T par le foncteur f* est une équivalence faible.
Comme le foncteur de restriction de structure reflete clairement les équivalences
faibles, on en conclut que le morphisme fi.S — T est une équivalence faible lui-
méme. Cette observation acheve la démonstration des propriétés d’une équivalence
de Quillen pour I’adjonction fi : Cc® = ¢¥ . f* associée & une équivalence faible de
catégories C-enrichies f: & — . O

Le proposition suivante est bien connue pour les produits tensoriels sur une petite
catégorie standard :
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Proposition 4.18. — Soit f : ® — U un morphisme de catégorie C-enrichies. On
un isomorphisme naturel

(f"S) ®e T ~ S ®w (fiT)

pour tout couple (S,T) tel que S est un V-diagramme contravariant et T est un V-
diagramme covariant. On a symétriguement

(fiS) @y T =~ S @y (1)

lorsque S est un V-diagramme covariant et T est un V-diagramme contravariant.

Démonstration. — On applique le formalisme des cofins. La relation (f*S) ®¢ T ~
S ®y (fiT) apparait alors comme une conséquence des relations de Fubini :

[Tswe [T venerw)~ [T swevan e

~ /a@{/b@ S(b) ® ¥(a, b)} ® T(a)
~ [T swera

Les relations de Fubini résultent du principe de commutation des colimites. C’est
pourquoi elles restent valables pour des cofins sur des catégories enrichies.
La démonstration de la relation (fi.5) @y T ~ S @¢ (f*T') est symétrique. O

Lorsque f : ® — W est une équivalence faible de catégories enrichies en dg-modules,
les relations de cette proposition entrainent :

Proposition 4.19. — Soit f : ® — U une équivalence faible de catégories enrichies
en dg-modules. On a un isomorphisme naturel :

Tor® (f*S, f*T) ~ Tor} (S, T),

pour tout couple (S,T) tel que S est un V-diagramme contravariant dg-cofibrant et S
est un V-diagramme covariant dg-cofibrant.

Démonstration. — On fixe un remplacement cofibrant de f*7T dans la catégorie des
®-diagrammes, soit Q@ = f*T. On a alors

Tory (f*S, f*T) = H.((f*S) ®¢ Q) ~ H.(S ®s (£1Q))

d’apres la Proposition [£.18] La Proposition [f.17] entraine que le morphisme fiQ — T
adjoint de Q = f*T est aussi une équivalence faible et que fQ est un objet cofibrant
dans la catégorie des W-diagrammes. On a donc

TorY (S, T) = H.(S ®s (1Q))

et la conclusion s’ensuit. O
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Remarque. — Rappelons qu’une structure de O-diagramme sur une collection
T(x), z € Ob©O, équivaut, d’aprés la Proposition a la donnée d’un morphisme
1 : © — Endp vers une catégorie C-enrichie Endp naturellement associée a T. On
peut utiliser la donnée du couple (7T',%) pour désigner un ©-diagramme lorsqu’une
collection T' n’est pas donnée avec une structure de diagramme naturel, comme
maintenant. Le ®-diagramme f*(7', 1) obtenu par restriction de structure d’un ¥-
diagramme (T, 1)) est défini par le couple f*(T,v) = (T, ¢ f).

La proposition précédente nous permet de montrer que les foncteurs Tor associés
a des diagrammes (T, 1) et (T, 1) définis par des morphismes 9,11 : © — Endr
homotopes & gauches sont isomorphes. Une homotopie gauche entre ¢° et ' est
définie par un morphisme w : Oyl © — Endy tel que wd® = 9% et wd' = ¢! pour un
objet en cylindre

d[)
0 —ZCye—>o
dl S

dans la catégorie des catégories C-enrichies. La Proposition nous donne des
isomorphismes

Tor?((do)*(& ¢s°), (d°)* (T, w))
=(S,¢) =(T,y°)
~ Torf" ©((S, ¢), (T, w))
~ Tor®((d")*(S, ¢s°), (d")* (T, w)),
=(S,¢) =(Ty')

pour tout ©°P-diagramme (S, @), ce qui prouve notre affirmation.

Ceci nous permet de montrer que les foncteurs Tors (Qf‘m)(S, B"(A)) associés a la
construction bar itérée B"(A) ne dépendent pas des choix fait dans la construction

du §3

5. Constructions bar et résolutions de dg-catégories scindées

On se concentre maintenant sur 1’étude des foncteurs Tor sur des catégories en-
richies dans le cadre différentiel gradué.

On se restreint, comme expliqué au a des catégories enrichies © dont les
composantes ©(b,a) sont des dg-modules cofibrants et les morphismes d’identité
n: 1 — O(x,z) des cofibrations de dg-modules. On dit alors que © est (pour C-
cofibrante lorsque C = dgkMod). On ne rappellera cette hypotheése que dans les
théoremes principaux. On adopte une convention analogue pour tout les objets con-
sidérés dans cette section. On ne considérera en particulier que des diagrammes T’
qui sont cofibrant comme collection de dg-modules T'(z), x € Ob©O.

On utilise le préfixe dg pour désigner tout objet enrichi sur la catégorie des dg-
modules.

Le premier objectif de cette section est de définir I'analogue pour les dg-catégories
scindées des constructions cobar-bar de 'algebre différentielle graduée classique (voir [13]
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18]). Cette construction définit un foncteur de remplacement cofibrant dans la catégorie
des dg-catégories scindées. On montre ensuite que le complexe bar a coefficients, in-
troduit dans la section précédente, s’interprete comme un dg-module naturellement
associé a la construction cobar-bar des catégories.

On adopte des conventions standard de ’algebre différentielle graduée, telles qu’elles
sont appliquées dans [7]. On utilise de fagon récurrente la suspension des dg-modules,
définie comme un produit tensoriel XC' = k[1] ® C, ou k[1] est un dg-module con-
centré en degré 1 muni d’une différentielle triviale, et la désuspension définie, de fagcon
symétrique, par le produit tensoriel ¥71C = k[—-1] ® C, ot k[—1] est un dg-module
concentré en degré —1. On ne fera que quelques rappels strictement nécessaires dans
la suite, mais pour commencer on doit réviser la notion d’homomorphisme de torsion
de dg-module et la définition du dg-module tordu associé a un homomorphisme de
torsion.

5.1. Rappels : homomorphismes de torsion de dg-modules. — On utilise
dans nos constructions des dg-modules C munis d’un homomorphisme 0 : C' — C,
de degré —1, qui additionné a la différentielle interne de C' définit une nouvelle
différentielle § + @ : C — C sur le module gradué sous-jacent & C. On obtient
ainsi un nouveau dg-module que l'on désignera par la donnée du couple (C,9). La
relation (6+0)? = 0, nécessaire pour que la différentielle de (C, d) soit bien définie, est
équivalente a 1’équation 0 + 98 + 8% = 0 puisque la différentielle interne de C vérifie
déja 62 = 0. On dit alors que O est un homomorphisme de torsion du dg-module C.
La catégorie des dg-modules possede un hom-interne

Hom ggkmoa(—, —) : dgkMod®” x dgkMod — dg kMod

qui en fait une catégorie monoidale symétrique fermée. Le dg-module Hom g4 i moa (C, D)
associé & un couple de dg-modules (C,D) est engendré en degré d par les mor-
phismes de k-modules f : C — D qui augmentent le degré de d. La différentielle
de f: C — D dans Homggrma(C, D) est donnée par le commutateur gradué de f
avec les différentielles internes :

5(f) = 0f ++f6.

Le signe + est déterminé par la commutation de f, de degré d, avec le symbole de
différentielle interne d, de degré —1. Donc, dans cette formule, on a + = (—1)4°8/. On
utilise la terminologie d’homomorphisme de dg-modules pour désigner les éléments du
hom-interne Hom 44 kmoa(C, D) et les distinguer des morphismes actuels de la catégorie
des dg-modules.

Un homomorphisme de torsion 0 : C — C' s’interprete donc comme un homomor-
phisme de dg-modules de degré —1 tel que :

5(0)+02=0

dans Hom ggxmea(C, C).
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2. Homomorphismes de torsion de dg-catégories scindées. — On se donne
maintenant une dg-catégorie scindée sur Q¢ soit ©. On dit qu'une collection
d’homomorphismes 9 : O(r,0), — O(r,0), définit une dérivation de O si on a la
relation

) da-p) = (9a)- B+ +a-(9p),

pour tout couple d’élément composables a € é(Q, O)u, O € é(LQ)m le signe +
provenant de la commutation de I'homomorphisme 0 avec I’élément 5. On note que
la relation (*) entraine automatiquement que les éléments unités 1 € (:)(z7 T)iq sont
annulés par 0.

On dit qu'une dérivation constituée d’homomorphismes de torsion 0 : (:)(I, 0)y —
O(z,0). est une dérivation de torsion de ©. La relation de dérivation (*) entraine
que les morphismes de compositions et les morphismes d’identités de O induisent des
morphismes de dg-modules sur les dg-modules tordus (é(L )u,0). Par conséquent,
la collection de dg-modules tordus associée a une dérivation de torsion (é(z, 0)u,0),
que I’on désignera par la donné du couple (é, 0), hérite d’une structure de dg-catégorie
scindée.

5.3. Sur lesng-catégories scindées quasi-libres. — On a défini §1.7]la catégorie
scindée libre F'(I") associée a un graphe scindé I'. Une dg-catégorie scmdee qu351 -libre
est une dg-catégorie tordue (F (F), 0) associée & une dg-catégorie scmdee libre F(T).

La dg-catégorie scindée libre F (I‘) est, d’apres la définition du engendrée
comme dg-module par des tenseurs

(*) ap®--Qamy € f(llvlo)ul *® F( Ton— 1)Um'

Le dg-graphe I s’identifie au facteur direct de F(T (N) engendré par les tenseurs d’ordre 1.
Le morphisme d’inclusion I' C F( ) s’identifie au morphisme universel de la catégorie
libre. Les tenseurs (*) représentent en fait la composition des elements 5 a; dans F (F)
Les tenseurs (*) d’ordre m > 1 engendrent le dg-graphe Dec F(F) ( ) des éléments
décomposables de F(T').

Une dérivation de torsion sur une dg-catégorie scindée libre § : F(I') — F (f) est
donc déterminée par sa restriction au dg-graphe I C ﬁ’(f) puisque la relation de
dérivation du entraine que 'on a I'identité

8(041®~~®ozm):Z:talu..'a(ai)'..uam

pour une telle composition d’éléments.

Le morphisme de dg-catégories scindées ¢ : F (f) — © associé & un morphisme de
dg-graphes f : -6 par la relation d’adjonction de la Proposition se détermine
par la formule

¢f(a1®"'®am):Zif(al)'“-'f(am)
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pour un élément composé de F (f) Le morphisme f : I - © représente en fait la
restriction de ¢y au dg-graphe rc ]?’(f)

On étend la définition de ¢; aux homomorphismes f de degré 0 pour construire
les morphismes sur une dg-catégorie scindée quasi-libre. On constate aisément que
I’homomorphisme ¢y : (f‘ (f),@) — © associé & un homomorphisme de dg-graphes
f: [ -6 (de degré 0) définit un morphisme de dg-catégories scindées si et seulement
si on a la relation

**) 6f(a) = f(da) = ¢¢(9(a))
pour tout générateur a € r.

On suppose généralement que la dérivation de torsion d'une dg-catégorie scindée
quasi-libre vérifie 9(I') C Dec F(T"). Cette hypotheése nous permet d’assurer le résultat
suivant :

Proposition 5.4. — Une dg-catégorie scindée quasi-libre (F(T'), d) munie d’une déri-

vation de torsion telle que O(I') C Dec F(T) définit automatiquement un objet cofi-
brant de la catégorie des dg-catégories scindées sur QEPt.

(On suppose tacitement que le dg-graphe scindé [ est cofibrant.)
Cette proposition généralise la caractérisation des objets cofibrants dans la catégorie

des dg-algebres associatives (voir [19] [14]).

Démonstration. — On utilise la graduation de Q%" pour munir le dg-graphe I d’une
filtration telle que

D(7,0)u, sideg(u) <d,
0, sinon,

Skd f(L Q)u = {

et on forme la suite emboitée de dg-catégories scindées libres
%= F(skoT) C--- C F(skqI) C--- C co}iimf?(skd ) = F(T).

On constate aisément que, sous I’hypothese de la proposition, la dérivation de
torsion de la dg-catégorie scindée quasi-libre (F(T'),0) préserve cette filtration, de
sorte que 'on a une suite emboitée de dg-catégories scindées quasi-libres

% = sko(F(T),d) C --- Cskq(F(T),d)--- C co}iimskd(f(f)ﬁ) = (F(I),0)
telles que
skq(F(T),0) = (F(skqT),0).
En fait, I'hypothese de la proposition entraine la relation d’inclusion :
d(skqT) C F(skg 1 T).
On observe que, dans cette situation, chaque morphisme d’inclusion

sky_1(F(T),8) — skq(F(T),0)
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s’inscrit dans un diagramme cocartésien

F(C @ dyT) —L= sky 1 (F(T),0)

F(i®clg f)l l

F(D®clyT) —5— sky(F(T),d)

ou :

— la notation D désigne le dg-module librement engendré par un élément e de
degré 0, un élément b de degré —1, avec la différentielle telle que d(e) = b ;
l’objet C' est le sous-module de D engendré par bet ¢ : C — D est le morphisme
d’inclusion de C dans D ;

— l'objet cly f, est le dg-graphe tel que
f(z, 0)u, sideg(u)=d,

0, sinon ;

g T(1,0), = {

le produit tensoriel i ® clg [ est le produit tensoriel composante par composante
du morphisme de dg-modules i : C — D avec le dg-graphe cly T ;

— le morphisme d’attachement f applique un élément générateur by € C ®cly r
de la dg-catégorie libre F (C®cly f) sur I'image de v par la dérivation de torsion

f(b®~) =0y e F(C@skq_1 1),

et I'extension de ce morphisme & F(D ® clyT') est donnée par g(e ® v) = 7.
La propriété de diagramme cocartésien s’établit aisément a partir de la caractérisation
des morphismes sur une dg-catégorie scindée quasi-libre.

La morphisme ¢ ® cly T forme clairement une cofibration de dg-graphes scindés et
le morphisme de dg-catégories scindées libres associé F (1 ®cly f) forme, par adjonc-
tion, une cofibration de dg-catégories scindées. On utilise que les cofibrations dans
une catégorie modele sont stables par pushout et composition pour conclure que le
morphisme initial * — (ﬁ(f), 0) est une cofibration de dg-catégories scindées, ce qui
termine la démonstration du lemme. O

5.5. La construction cobar appliquée aux dg-catégories scindées. — On
définit une dg-cocatégorie scindée sur Qf”* comme la donnée d’'un dg-graphe scindé
sur Q% soit ', muni de morphismes de diagonale

I(r,0)u = P T, 0) @ T(z,0)w

u=vw

et de morphismes d’augmentations
D(r,7)ia = k

satisfaisant les duaux naturels des relations d’associativité et d’unité des dg-catégories
scindées.
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On supposera pour simplifier que f(z, 7)ia = k. On forme alors le dg-graphe er
tel que :

0, pour un morphisme u = id,

f /7—’ o u = ~
+(7 7) {F(T, Q)u dans les autres cas.

On doit dans une construction plus générale supposer que I" est coaugmentée sur une
dg-cocatégorie scindée unité

- 0, sinon.

~ ]k 3 =1
1(T7U)u:{, si u = id,

Le dg-graphe f+ est alors défini comme un conoyau de coaugmentation.
La diagonale de I' induit un morphisme de degré —1

ST (m o) > @ E7T4(0,0) @ 27 T4 (7, 0)w € F(ET'T1)(z,0)u

U=vw

qui détermine une dérivation O sur la dg-catégorie libre F (Z*1f+). On montre
aisément que cette dérivation est une dérivation de torsion (on a en fait 6(9) = 0
et 02 =0).

La construction cobar de I est la dg-catégorie quasi-libre

Be(T) = (F(57'T4), )
associée a la dérivation de torsion ainsi définie.

La construction cobar définit clairement un foncteur sur la catégorie des cocatégories
scindées T telles que I'(1,7)ig = k. De plus :

Proposition 5.6. — Le morphisme de dg-catégories scindées
B°(f): B(T) — B(A)

induit par une équivalence faible de cocatégories scindées f : [ =5 A est une équivalence
faible.

On suppose tacitement, en appliquant la convention de I'introduction, que les dg-
cocatégories T et A sont dg-cofibrantes (forment des objets cofibrants lorsqu’on oublie
leur structure comultiplicatives).

Si 'hypothese f(z, T)ia = k faite au pour simplifier la définition de la con-
struction cobar Ec(f) n’est pas satisfaite, alors on doit ajouter des hypotheses de
convergence pour assurer le résultat de cette proposition.

Démonstration. — Toute dg-catégorie scindée quasi-libre (F(I),d) est munie d'une
filtration naturelle

. C Fy(F(I),d) C --- C Fy(F(T),0) = (F(T),)

donnant lieu a suite spectrale du second quadrant

E"(F(T),0) = H.(F(T),0).
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Le s-iéme terme de la filtration est simplement défini par la somme

F(FID),0)0= P TE10)n @ @T(T0 Ty 1uy,

u=uq-u
m>s

sur les tenseurs d’ordre m > s dans le développement de la dg-catégorie scindée
libre F(I).

On observe, en utilisant la graduation des morphismes de Q%% que la filtration
est bornée sur chaque composante gc(f)(z, o). Ceci entraine que notre suite spec-
trale converge fortement. De plus, on constate que la dérivation de torsion de la
construction cobar vérifie :

OF.(F(T),0) C Fua (F(T), 0).
Par suite, on a les identités :
BN (Be(T) = H(F(S7'T4)) ~ F(H,(T})).

Maintenant, le morphisme EC( f) associé a un morphisme de cocatégories scindées
f : T = A préserve clairement la filtration de la construction cobar et induit un
morphisme de suites spectrales

Br(Be(T) 2P, pr(Be(A))

qui, d’apres 'observation précédente, est un isomorphisme & partir du rang E! lorsque
f est une équivalence faible. La conclusion s’ensuit. O

5.7. La construction bar appliquée aux dg-catégories scindées. — La con-
struction bar d'une dg-catégorie scindée sur Q% soit O, est un dg-graphe B(©) défini
les produits tensoriels de dg-modules
E(é)(17 T)u = @ Eé(zl)zo)m @ ® Eé(zd’zdfl)ud
U=UT - Ug

w;#id, i=1,...,d
a>1

muni d’un certain homomorphisme de torsion 9. La somme s’étend sur les décom-
positions réduites u = uy - - - ugq, u; # id. On prend par convention g(é)(z, T)ia = k
pour les composantes associées a un morphisme identité.

La différentielle de B(0) est la somme de la différentielle naturelle des tenseurs,
induite par la différentielle interne de é, et de I’homomorphisme de torsion

0: E(é)(la Q)u - é(é)(z7 Q)u
tel que

d—1
a1 @ @ag) =Y a1 @ @ (- aip1) @ @ agl,
i=1

pour un tenseur a; @ - -+ ® ag € LO(T1, To)u, @+ @ XO(Ty Ty 1 )uy- Le signe =+ est
déterminé par la commutation, avec les facteurs oy, € ZO(7, Tp_ 1 )uys k < ¢, du mor-
phisme de composition de © qui, par suspension, est équivalent a un homomorphisme
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de degré —1 :
29(11+1711)ui ® 26(11+2711+1)ui+1 £ Ze(li-s-z,li)utuiﬂ-

5.8. La construction cobar-bar appliquée aux dg-catégories scindées. —
La construction bar d’une dg-catégorie scindée B(0O) hérite d’une diagonale

B(®)(r,0)u = @ B(©)(0.0), @ B(O)(z.0)u

u=vw

définie composante par composante par les morphismes de déconcaténations
{X0(71, To)uy ® -+ @ EO(Tg, Tg1)ug }
CB(®)
— {Z6(1;, To)u; @ -+ ® TO(T, Tey)u. }

CB(©)

®{ZO(To i1+ Teueys @ @ DO(Tyy Tg_1)uy } -

CB(©)

L'identité B(0)(z,T)iq = k nous donne aussi un morphisme de counité sur B(0), de

sorte que le dg-graphe scindé B(©) forme une dg-cocatégorie scindée sur QP
On forme la construction cobar associée a B(0). On a alors la proposition suivante :

Proposition 5.9. —
(a) L’homomorphisme de dg-graphes € : B, (©) — © défini par les projections sur

les composantes tensorielles d’ordre d = 1 de B4 (©) induit un morphisme de
dg-catégories scindées :

B(B(6)) = (F(¥7'B4(0)),0) = 6.
(b) Et le morphisme d’augmentation ¢ : B°(B(©)) — © ainsi défini est une équiva-
lence faible.

Démonstration. — La démonstration de ’assertion @ se réduit a une vérification
facile, laissée en exercice, de la relation (**) du §5.3)).

On renvoie & [13, II §4] pour une démonstration de I'assertion (b pour la construc-
tion cobar-bar d’'une dg-algebre. On constate que cette démonstration s’applique
formellement aux dg-catégories scindées. O

On peut montrer que la construction bar E(é) forme un dg-graphe scindé cofibrant
(en supposant tacitement que la dg-catégorie scindée © est un objet dg-cofibrant).
Par conséquent, on déduit de la Proposition [5.9|:

Proposition 5.10. — La construction cobar-bar B¢(B(0©)) définit un remplacement
cofibrant naturel de © dans la catégorie des dg-catégories scindées sur QCPL. O
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5.11. Le complexe a coefficients associé & une construction cobar. — On
revient a la construction cobar Ec(f) associée a une cocatégorie scindée quelconque
I. Soit B¢(I') = uB¢(T) la dg-catégoric associée a B°(T).

Une structure de B¢(T')-diagramme covariant sur une collection T(1), 7 € Ob Q&P
est, d’apres la PI‘OpOSlthnu donnée par un morphisme de dg-catégories 9 : BC( )
Endy, équivalent par adjonction a un morphisme de dg-catégories scindées 9 : BC(I‘) —
cEndr, ou cEndr est la dg-catégorie scindée constante associée a la dg-catégorie des
endomorphismes de T, définie Les observations du §5.3] montrent que ce mor-
phisme 1 = 1), est déterminé par sa restriction g au dg-graphe Z_1f+, associant un
homomorphisme de dg-modules . : T(r) — T(c) de degré d—1 & chaque morphisme
générateur o € I'(1,0), de degré d sur une composante u # id. L’homomorphisme
g: X" 1F+ — Endyp est par adjonction équivalent a une collection d’homomorphismes
B(z,0)u ® T(x) %5 T(c) de degré —1.

On a une observation analogue pour les B¢(T")-diagrammes contravariants car on
constate que la catégorie scindée sous-jacente & B¢(I")°P s’identifie & la construction
cobar B¢(I'°?) sur le diagramme scindé 7 tel que I'°P(g,7) = I'(z, ). Une struc-
ture de B¢(T')-diagramme contravariant sur une collection S(g), ¢ € ObQZP!, est
donc donnée par un morphisme de dg-catégories scindées ¢ : Ec(f(’p) — cEndg.
L’homomorphisme f : E*1f°p+ — Endg déterminant ce morphisme ¢ = ¢¢ est par

~ £t
adjonction équivalent a une collection d’homomorphismes I'(7,0), ® S(o) s (1)
de degré —1.

Observons que le produit tensoriel

S Bop g T @0 0 T= P S@)® I(r,0)u @ T(r)

U:T—0
est muni d’'un homomorphisme de torsion naturel
0:8 ®Ob Qeri I ®ObQ;pi T — S ®ObQZpi T ®Ob Qe T

défini composante par composante, pour tout couple de B¢(T')-diagrammes (S,T),
par 'homomorphisme composé

S(o) ®f(7 o)y @T(7)
@ S Q 9 0)1) ®F(T 0) (T)

) {@S o F(z.0)s 0 7()} {@s )oT(0,0). 0 TO)},

déterminé par la diagonale de T et Paction de T’ C BC(I‘) sur S et T. La relation des
homomorphismes de torsion §(9) + 8% se déduit aisément des équations du pour
les morphismes ¢ et ¢,. Par conséquent, on a un dg-module tordu bien défini

(S @0y, i ' @y qeri T 9)

naturellement associé & tout couple de B¢(T")-diagrammes (S, T).
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On observe en outre :
Proposition 5.12. — Le morphisme de dg-modules
[ (P Do Qepi r Qo Qe T, 8) — (Q Qo Qep T Qo Qepi T, (9)

induit par une équivalence faible de B¢(T)-diagrammes contravariants f : P = Q est
une équivalence faible, et de méme pour le morphisme de dg-modules

g« + (S @op gt I' @op geri 10) = (S Qg gert I o, geri @50)
induit par une équivalence faible de B¢(T')-diagrammes covariants g : P — Q.

Démonstration. — On utilise la graduation de la catégorie des arbres élagués pour
munir le dg-module tordu (S®,, Qepi I'®op qQepi T, 0) d’une filtration naturelle, laquelle

est définie au niveau du produit tensoriel S @, Qeri r Qopqeri I’ par la relation :

Fo(S ®¢p qeri r ®opaeri 1) @ S(0) @ T(1,0)u @ T(T).
deg(u)<s

On constate que I’'homomorphisme de torsion applique Fi(S ®q, oeri r Ropaeri 1)
dans F_1(S®g,, eri f®0b qeri I'). Par conséquent, on a une suite spectrale naturelle
ET(S ®Ob Q:’pz f ®Ob bepi T’ a) i H* (S ®Ob Q%pi f ®Ob Qipi T’ a)

dont le terme E' est donné par I’homologie du produit tensoriel S Qop eri f®0b Qeri T
par rapport aux seules différentielles internes
EI(S ®Ob Qipi f ®Ob szz T, a) - H* (S ®Ob Qipi f ®Ob Qipi T),

On observe simplement qu’une équivalence faible f : P — @ de B¢(T")-diagrammes
contravariants induit un morphisme de suite spectrale

E"(P ®¢y, qeri T ®g, qeri T, 0) I ET(Q ®op eri T ®0, qeri 1,0)

qui est un isomorphisme au niveau E! pour en conclure que f, est une équivalence
faible comme demandé. L’argument est le méme pour une équivalence faible de B¢(T')-
diagrammes covariants. O

On se donne maintenant un morphisme de dg-cocatégories scindées f : I — A
Un couple de diagrammes sur B°(A) = uBC(A) soit (S,T), forme naturellement un
couple de diagrammes sur B¢(I') = uB*(I') par restriction de structure. On constate
aisément que les morphismes

S(e)® f@T(z): S(0) @ (1, 0), ® T(z) — S(2) ® A(z,0)u ® T(z)
induit par f : I — A définissent un morphisme de dg-modules
f* . (S ®Ob Qipi f ®Ob sz7 T’ 8) — (S ®Ob Qipz E ®Ob szz T, 8)

entre les complexes tordus associés a T et A. On a de plus :
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Proposition 5.13. — Le morphisme de dg-modules
f* . (S ®Ob Qipi F ®Ob Qipi CZ—‘7 3) — (S ®Ob Q::lpi A ®Ob Q:'l;m 1—‘7 8)

induit par une équivalence faible de dg-cocatégories scindées f : I = A est une
équivalence faible, pour tout couple de B(A)-diagrammes (S, T).

Démonstration. — On utilise la suite spectrale naturelle
ET(S ®Ob Qipi f ®Ob QTeLpi T, a) :> H* (S ®Ob Qipﬂi f ®Ob Qipi T, 8)
introduite dans la démonstration du Lemme E.12 L
On observe simplement que notre équivalence faible de dg-cocatégories f : I' = A
induit un morphisme de suites spectrales
E(S ®0p, ger T Oy gert T50) L5 B7(S @y gevt A @, i T, 0)

qui est un isomorphisme au niveau E®. La conclusion s’ensuit. O

Supposons maintenant que I =B (é) est la construction bar d'une dg-catégorie
enrichie scindée ©. On a défini au §4| une construction bar A coefficients B (5,0,7)
lorsque (S,T) sont des diagrammes sur la dg-catégorie © = u®©. Par restriction de
structure via augmentation € : B¢(B(0)) — ©, on obtient que (5,7 forment des

diagrammes sur B¢(B(0)) = uB°(B(0)). On constate aisément en revenant aux
définitions :

Observation 5.14. — Le complexe bar B(S,0,T) défini au §4| s’identifie, pour tout
couple de ©-diagrammes (S,T), au complexe tordu

(8 ®gp i B(O) ®gy, qeri T, 0)
associé & la construction bar T = E(é)

On peut donc utiliser la notation B(S,0,T) de fagon cohérente pour désigner le
complexe tordu

associé & tout couple de diagrammes sur la construction cobar-bar B¢(B(©)). La
Proposition [£.16] et la Proposition [£.19 nous donnent une relation

H.(B(S,0,T)) = Tor®(S,T) = TorZ"BO) (5 1),
pour tout couple de ©-diagrammes (S, T). Observons que :
Proposition 5.15. — On a lidentité

Tor2"BO®) (s T) = H,(B(S,0,T))

pour tout couple de B°(B(O))-diagrammes (S,T) et pas seulement pour les couples
de ©-diagrammes.
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Démonstration. — Soit P~ S un remplacement cofibrant de S dans la catégorie des
B¢(B(0©))-diagrammes contravariants. Soit Q — T un remplacement cofibrant de T
dans la catégorie des B¢(B(0))-diagrammes covariants. On utilise que les foncteurs
d’extension et de restriction de structure associés au morphisme d’augmentation e :
B¢(B(©)) =5 © définissent une équivalence de Quillen (Proposition 4.17), ce qui
implique que l'unité d’adjonction P — €*e P (respectivement, Q@ — €*€/Q)) est une
équivalence faible de B¢(B(0))-diagrammes. On a alors les relations
TorP*(B(O) (5, T) = Tor® FO)(P, Q) = Tor? PO (e P, *,Q))
au niveau du foncteur Tor et les relations paralleles
H.(B(5,0,T)) = H.(B(P,0,Q)) = H.(B(c"e/P,0, " e1Q))

au niveau du complexe de Koszul, lesquelles, d’apres la Proposition aboutissent
a l'identité

H.(B(S,0,T)) = H.(B(eP,0,6Q)) = Tor? (e P, 6,Q).
La Proposition donne alors 'identité

Torfc(B(e))(e*EgP, €aQ)) = TOI*@(GJP, aQ)

qui boucle cette chaine de relations. O

6. La Construction de Koszul de la dg-catégorie scindée des arbres
élagués

On applique maintenant les constructions de la section précédente a la dg-catégorie
scindée des arbres élaguées QP*) dont les composantes sont concentrées en degré 0

et munies d’une différentielle interne triviale. Le dg-module B(Q%)(1,0), de la
construction bar est alors défini par la somme directe

B (mohy= @ Kz 1),

U=uy---uUd

pour des générateurs de degré
deg{ry <+ --- &L 7,} =d,

avec la différentielle donnée par la formule

d—1
a{zo&...&zd}:z:(_l)i{%&...M...&Id}_
=1

Le but principal de cette section est de construire une sous-cocatégorie de B (SNZpr")7
la construction de Koszul K (Q¢%), telle que le morphisme d’inclusion ¢ : K (QP%) —
E(ij’i) définit une équivalence faible de dg-cocatégories scindées. On appliquera
ensuite les résultats généraux de la section précédente pour produire :

— un remplacement cofibrant R(Q") = B¢(K (Q¢%)) de QP! dans la catégorie des

dg-catégories scindées sur QP! ainsi qu'un remplacement cofibrant R(QP%) =

wR(QPY) de QP dans la catégorie des dg-catégories ;
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— un complexe de Koszul K (S, Q% T) calculant les foncteurs Tory! (Qipl)(S, T),

n

ainsi que les foncteurs Tor" Z(S’, T) lorsque (S, T) sont des Q¢Pi-diagrammes.

On observera que le complexe C,(T) défini dans [I7, Proposition-Définition 3.6]
s’identifie au complexe de Koszul K (b,,, Q¢, T') associé a un certain Q¢*-diagramme b,, .

On utilise, comme dans la théorie classique de la dualité de Koszul des algebres [20],
la graduation de Q%% pour définir la construction de Koszul K (ﬁflpi). On commence
par réviser la structure des morphismes de degré 1 de Q¢P%.

6.1. Les morphismes d’arbres élagués de degré 1. — Les observations de [17,
Lemme 3.4] impliquent que les morphismes de degré 1 de Q% sont donnés par des
diagrammes de la forme

1 Tk—1 Tk Tk+1 Tk42 Tn

i) Tp—1 L Yot t,

ShO\L shk_ll dal idl idJ/
o1 Ok—1 Ok Ok+41 Ok+2 On

1o s sp—1 et e —"st

et que 'on construit de la fagon suivante :
(1) Yapplication u : t; — s; est I'identité pour i > k, ce qui suppose alors o; = 7; ;
(2) l'application d, identifie deux sommets consécutifs (a,a + 1) d’une fibre 7,_ +11(b)
au niveau k, de sorte que l'on a

Z, pour z =1,...,aqa,
da(l'):
r—1, pourz=a+1,...,s,
7) z), ourx=1,...,a,
et nécessairement ogy1(x) = kt1() p
Tr+1(x +1), pourz=a+1,...,8,—1;

(3) puis, lorsque k£ > 0, on a nécessairement

Tk_l(x), pourz=1,...,a—1,
o "(z) =S 7y (@) Ur Ha+1), pourz = a,
Tgl(x), pour z =a+2,...,8+1,

ce qui détermine oy ; 'application shi_; au niveau k — 1 est la juxtaposition
des applications identiques sur les fibres T,Jl(:r), T # a,a+ 1, avec une bijection

7 Ha) 7 a+1) = oy (a)

préservant 'ordre entre les éléments de 7, ' (a) et 7, ' (a+1) (en d’autres termes,
cette application est une permutation de battage);

(4) les applications o; : t,_; — t; et les bijections sh;—1 : t,_; — t,_; sont
ensuite déterminées inductivement ; d’abord o;, par les relations o; 1(96) =
Ti_l(shfl(x)), x € t; ; puis sh,_1, par la relation o; sh;—1 = sh; 7; et la pro-
priété de croissance sur les fibres 7, ' (z), z € t;.
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Un morphisme de degré 1 est donc entierement détérminé, a partir de son domaine 7,
par la fusion de deux sommets consécutifs (a,a+ 1) sur une fibre 7, +11 (b) de I’arbre
et, lorsque k > 0, par une bijection

shp_1 : Tlc_l(a) HTk_l(a +1) = U,Zl(a)

mélangeant les fibres de ces sommets.

La Figure [5| donne la représentation graphique schématique d’un morphisme de
degré 1. La notation « (respectivement [3) représente I’ensemble du sous-arbre au
dessus du sommet fusionné a (respectivement, b = a+1). L’observation (4 de la con-
struction formelle donnée dans ce paragraphe signifie graphiquement que ’ensemble
du sous-arbre au dessus d’un sommet = € 7, ' (a) U7, ' (b) est déplacé avec x. Le mor-
phisme se comprend donc globalement comme une fusion des sommets a et b = a+ 1
et d’une permutation de battage des sous-arbres au dessus des sommets x € 7, Ya)u
T, L(b), que représente 1’expression sh(a, §) dans la figure.

FIGURE 5.

On observe dans [8, [I7] que les morphismes de degré 1, avec un signe sgn(u) associé
a chaque morphisme u, déterminent les termes de la différentielle du complexe bar n-
itéré B"(A) d’une algebre commutative A. On utilise alors le Q¢‘-diagramme B"(A)
associé a une algebre commutative A dont la définition est revue On a B"(A) =
D, cobacr InT et la différentielle de B™(A) s’identifie, sur chaque composante A" T
& la somme des morphismes

u, : AT — Alne
induits par morphismes de degré 1 de Q¢ tordus par le signe sgn(u) qui leur est
associé.

Les morphismes de degré 1 sont équivalents, dans le formalisme de [§], aux relations
de recouvrement du poset e /QP¢ (voir [8, §A.7]). Le signe sgn(u) est défini, de facon
graphique, dans la Proposition A.10 de cette référence. Observons que cette définition
possede une généralisation naturelle lorsque les entrées e € e sont munies d’'un degré
de sorte qu'une permutation (e, f) < (f,e) produit un signe + déterminé par les
regles usuelles de I'algebre différentielle graduée. Cette observation interviendra dans
les arguments de

6.2. La construction de Koszul associée a la catégorie ()ipi. — On forme le
dg-graphe K (Q¢P") tel que :
K7 (7, 0)u = k{u},
avec la graduation déduite de la graduation de QP
deg{u} = deg(u)
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et une différer{cielle évidemment triviale. On appelle ce dg-graphe la construction
de Koszul de Q. Observons que les dg-modules K (Q%)(r, ), sont évidemment

cofibrants, de sorte que le dg-graphe K (ﬁff’i) satisfait aux hypotheses tacites de la
section précédente.
On considere ’application

K@)z, 0)u - BQ)(z, 2).
qui applique le générateur {u} de I?(ﬁflpi)(z, o)y sur la somme

Hu} = > sgu(ur) -+ sgn(ug) - {1 < -+ < 14}

U=U1"""Ug
deguy=--=deg ug=1 +

s’étendant sur ’ensemble des décompositions de u en morphismes de degré 1 dans la
catégorie Q°P*. On observe que :

Proposition 6.3. — On a {u} = 0 dans E(ﬁf}’i), de sorte que motre application
définit un morphisme de dg-modules

K@) (r,0)u = BE@QP)(z.0)u-
Démonstration. — On prouve que tout morphisme de degré 2
rT—o

possede exactement deux décompositions

0,
wi T w
7T— >0
wao \\ Vo
()

avec degv; = degvy = degw; = degws = 1, puis on constate que les signes
sgn(vy)sgn(wy) et sgn(ve)sgn(ws)

associés a ces décompositions sont opposés, et ceci montrera que les termes du déve-
loppement

oufu} = Z Sgn(ul)...sgn(ud).{%&...M...&Id}
U=Uuy1-""Uqg
degui=---=degug=1 +
1<i<d—1

s’annulent deux a deux.

On généralise 'analyse du §6.1] pour déterminer un morphisme de degré 2 & partir
de son domaine T et des sommets de 7 identifiés par u. On distingue trois cas.

On suppose d’abord que u fusionne trois sommets consécutifs a, b = a+1, c = a+2
sur une méme fibre 7, 1(;10) La Figure |§| donne la représentation schématique de
ce morphisme et ses deux décompositions. L’expression sh(a, 3,7) représente une
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FIGURE 6.

permutation de battage des sous-arbres (a, 3,7). L’existence des deux décompositions
résulte de l'existence d’uniques permutations de battages & deux composantes telles
qu’on a la relation

sh(a U B,7) - sh(a, B) = sh(a, 3,7) = sh(a, BU7Y) - sh(B,7)

dans le groupe des permutations de I’alphabet o U 5 U 7.

On suppose maintenant que u fusionne un couple de sommets consécutifs a, b =
a + 1, sur une méme fibre 7 1(ac)7 et un couple disjoint de sommets consécutifs c,
d = ¢+ 1, sur une fibre Tl_l(y) avec éventuellement x # y et k # [. La représentation
schématique de ce morphisme et de ses décompositions est donnée Figure

Un dernier cas correspond a la fusion d’un couple de sommets consécutifs a, b = a+
1, sur une méme fibre 7, ' (z), et d'un couple de sommets c et d tels que ¢ € 7, ' (a) et
deT, 1(b). La représentation schématique de ce morphisme et de ses décompositions
est donnée Figure

On constate aisément qu’il n’y a pas d’autres possibilités que ces trois configura-
tions.

Les décompositions u = vw d’un morphisme u de degré 2 donnent, dans la repré-
sentation rappelée au les composantes

A®Inz Vs Wy A®Ing
du carré 0% de la différentielle de la construction bar n-itérée d’une algebre com-

mutative. La représentation du complexe B™(A) par un module sur l'opérade com-
mutative dans [8] permet de séparer les composantes associées aux morphismes u —
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FIGURE 7.

voir la description de ce module dans [8 Proposition A.10]. C’est pourquoi la re-
lation d’annulation 82 = 0 entraine ’opposition entre les signes associés aux deux
décompositions v = viw; = vows d’un morphisme de degré 2. O

6.4. La construction cobar appliquée a la construction de Koszul de ﬁf}’i.
— Le dg-graphe K (2¢P%) est muni, a Iinstar de la construction bar B(Q¢?), d’une
diagonale coassociative

K(Q)(z,0)u = @ KQF)(0,0)y © K(O)(z, 0)u,
qui est simplement définie par la formule

Afu} =) {v} @ {w}

U=vw
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/ f \

sh(~, 6)

FIGURE 8.

pour I'élément générateur {u} de K(0)(z,a),. On a aussi Videntité K (Q%)(z, 1)iq =
k, pour tout T € Ob QP
La construction de Koszul K (Q¢P?) forme ainsi une dg-cocatégorie scindée sur Q¢P?.

On peut donc lui appliquer la construction cobar pour obtenir une dg-catégorie quasi-
libre

BY(E () = (F(ST K4 (257)).9)

associée & Q. La dérivation de torsion de B°(K (Q")) est donnée par la formule

o{u} = Y (-1)%= - {v} ® {w},

u=vw

pour tout élément générateur {u} € K(©)(r,0),. Le signe additionel + = (—1)desv
provient de la commutation implicite d’une desuspenblon %1 avec le facteur {v} €
K (Q¢")(0, o), dans la définition catégorique de 9 au .

On constate immédiatement que :

Observation 6.5. — Le morphisme de dg-graphes K (Q¢P") % B(QePY) défini par la
Proposition est un morphisme de dg-cocatégories scindées.
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6.6. L’augmentation de la construction de Koszul. — On a donc, par fonc-
torialité de la construction cobar, un morphisme de dg-catégories scindées

B e e
Be(R (@) 5 Be(B@)
induit par ¢ qui, par composition avec 'augmentation de E%E(ﬁfﬁ”)), munit la dg-
catégorie B¢(K(Q¢")) d’une augmentation sur Q°. On obtient, par inspection des
constructions, que le morphisme d’augmentation

¢ BO(K(QFh) = Qer

est défini sur les générateurs du dg-graphe K (foi) par :

0, sinon.

elu) = {Sgn(u) {u}, sidegu=1,

Le premier objectif de cette section, qui sera atteint au Théoréme[6.A] est de montrer
que ce morphisme d’augmentation est une équivalence faible et, par suite, que la
dg-catégorie scindée

R(Q7F") = B(K(2;))
définit un remplacement cofibrant de la dg-catégorie scindée des arbres élagués.

On s’intéresse pour le moment aux diagrammes sur la dg-catégorie
R(O5P) = uR ()
associée & R(€QP%). On peut observer que R(QP%) forme un objet quasi-libre dans la
catégorie des dg-catégories
R(QP") = (F(E7 K+ (7)), 9),

lequel s’interprete aussi comme une construction cobar

R(QF') = BE(K(25F))

sur le dg-graphe K (QP%) = uK (Qf}’i), cependant c’est seulement la représentation de
la dg-catégorie scindée sous-jacente comme objet quasi-libre qui nous sera essentielle.

Une application de la caractérisation des morphismes sur une dg-catégories scindée
quasi-libre, dans lesprit du §5.11] nous donne le résultat suivant :

Proposition 6.7. —

(a) Munir une collection d’objets T(r), T € ObQ¢P*, d'une structure de diagramme
covariant sur R(QPY) = BC(K(QP")) revient & associer & tout morphisme u €
Morgepi (7, ) un homomorphisme de dg-modules de degré deg(u) — 1

u. : T(z) = T(0)
de telle sorte que les équations
0(uy) = Z (—1)dev .y,
u=vw

sont satisfaites dans Hom g kmoa(T(7), T(0)), la somme s’étendant sur l’ensemble
des décompositions u = vw dans la catégorie QL.
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(b) Symétriquement, munir une collection d’objets S(r), T € ObQ2P! d’une struc-
ture de diagramme contravariant sur R(QEP") revient d associer d tout mor-
phisme u € Morgepi (7, 0) un homomorphisme de dg-modules de degré deg(u)—1

u*: S(o) — S(7)
de telle sorte que les équations

5(11,*) _ Z (71)deg'u cwto*

U=vw

sont satisfaites dans Homggxwea(S(a), S(7)). O

6.8. La construction de Koszul a coefficients. — La construction du §5.11]
appliquée & la construction de Koszul K (2¢P%), donne un complexe

K(S,Q%"T) = (S @gy qer K(UP) @, qen T)

associé & tout couple de R(2¢P%)-diagrammes (S, 7).
On obtient en appliquant la définition du :

K(S, Qipi7 T) = (@uEMor Qept S(Q) & [}(szi)(zv Q)u ® T(I)7 6)
= (@uEMor Qept S(Q) Y {u} & T(I)’ a) :

L’homomorphisme de torsion est donné par la formule :
dzefutoy) =Y @) e{woy+re{v}ou(y),
pour tout x € S(a), y € T(r), et tout morphisme v : 7 — g.
Le morphisme de dg-cocatégories ¢ : K (Q%%) — B(Q¢P?) induit, par produit ten-
soriel avec (S,T"), un morphisme de dg-modules
v K (S, Q57 T) — B(S, 7, T)

pour tout couple de B¢(B(QeP?))-diagrammes (S,T). Le second objectif de cette
section consiste & montrer que ce morphisme est une équivalence faible. On concluera
de ce résultat que le complexe K (S, Q% T) calcule les foncteurs Tor sur R(QP%) =
B¢(K(Q¢P?)), pour tout couple de R(26P%)-diagrammes (S, T)).

On va maintenant procéder a la démonstration de nos affirmations. On considere
les diagrammes de Yoneda Q% (¢, —) et les diagrammes ponctuels b, tels que

bal0) = {k’ i

0, sinon.

On forme le complexe K (by, Q2P*, QP (¢, —)) associé & un tel couple de diagrammes.
On observe, comme au §4.11] pour la construction bar & coefficients, que les produits
de composition

QP (¥, 9) @ AP, —) — AP (W, -)

induisent des morphismes

QP (1,9) © K (bg, O P (6, -)) — K (b O, 2 ()
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qui font de la collection K(bg, QP QPi(g,—)), ¢ € ObQP! un Qipi—diagramme
contravariant K (by, Q5P QP) associé a b,. On a aussi un morphisme de ¢P*-
diagrammes
€ K(bg, QP QPY) — b,
qui est I'identité de by (o) =k sur la composante de K (b, QP QP (g), et qui nul
sur les composantes de K (b, 5P, Q7P) associées a un objet ¢ # .
On montre :

Lemme 6.9. — Les dg-modules K (by, QP QP (¢, —)), associés aux objets ¢ # o
sont acycliques de sorte que le morphisme d’augmentation

€: K(bg, szi,QZpi) — by

définit une équivalence faible de QP -diagrammes contravariants, pour tout g € Ob Q&P

Démonstration. — La démonstration de ce lemme, point clé de notre construction,
est renvoyée a la derniere section de l'article. O
On a de plus :

Lemme 6.10. — Le O-diagramme K (b, , QP! QP?) est un objet cofibrant de la catégorie
des O-diagrammes contravariants.

Démonstration. — Exercice standard : on a une filtration

0 = sko K (by, QP Q") C - -+ C sky K(by, QP QP C - - -
. C cogm skq K (by, QP QP = K (b,, QP! QP

telle que
ska K (be, U7, 7N (0) = ( D k{u} @ 2P (4,7),0) ;

uT—0

deg(u)<d

on observe aisément que les morphismes d’inclusions de cette filtration s’identifie a
des extensions de cobases de morphismes de la forme

& {C®szi(—,z)}w> D {poari-n},

deg(u)=d deg(u)=d

ou ¢ : C — D est une cofibration génératrice de la catégorie des dg-modules ; la
conclusion s’ensuit puisque les morphismes ¢ ® Q¢P*(—, 1) sont, par construction, les
cofibrations génératrices de la catégorie des Q°P*-diagrammes contravariants. O

Le morphisme naturel du appliqué aux couples de diagrammes
(Sa T) = (b£7 Qipi(?7 _))7
définit un morphisme de Q¢P*-diagrammes contravariants

K (bg, 7", ") = B(bg, P, 5F).
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Ce morphisme commute clairement aux augmentations ce qui entraine que notre
morphisme ¢, s’inscrivant dans un diagramme de la forme

K(bZ’ szi’ szi) T : """"" B(bgv Qipiv Qipi) ’

définit lui-méme une équivalence faible de Q¢*-diagrammes. On a observé, Lemme

que 'on a un isomorphisme naturel B(S,0,0) ®e T — B(S,©0,T) pour la construc-
tion bar & coefficients. On obtient de méme :

Lemme 6.11. — On a un isomorphisme naturel K (bg, QP QP)@eni T = K(b,, QP8 T),
pour tout QP -diagramme T. O
On applique ce résultat aux Q¢'-diagrammes ponctuels 7' = b,. Observons que :

3

Observation 6.12. — On a des identités

K(bgv Qfezpiv bL) = K(szi)(z’ Q) = @ f((ﬁipi)(l» Q)u
“eMoerpi (T,9)
et B(bQ’ szi7 bz) = B(szi)(z’ Q) = @ E(ﬁipi)(L Q)uv

“EMorQipi (z,0)
pour tout couple d’objets (o, ) € Ob QP! x Ob QeP.
On obtient alors :

Lemme 6.13. — Le morphisme 1 : K(Q%)(1,0), — B(QP)(1,0)., défini dans la
Proposition est une équivalence faible de dg-modules, pour tout u € Mor Q¢Pt,

Démonstration. — Le morphisme ¢ : K (b,, QP! QP 5 B(b,, Q% QePY) induit par

produit tensoriel — ®qepi by une équivalence faible de dg-modules

K (bg, AP, Q5P @geps br = Blbe, AP, 4F) @ geps by

=K (bg, Q5" bs) =B(be, Q7" br)
puisque K (b,, QP! QP et B(by, Q2P QPY) sont des QP'-diagrammes cofibrants.
Ceci entraine, d’apres ’observation précédente, la conclusion du lemme. O

Ce qui, d’apres la Proposition [5.6] entraine :

Lemme 6.14. — Le morphisme de dg-cocatégories 1 : K(QPY) — B(QP?) induit
une équivalence faible au niveau des constructions cobar

Lo BYR(257) = BUB(Q)).

Et, d’aprés la Proposition [5.12] :
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Lemme 6.15. — Le morphisme de dg-cocatégories v : K(QP') — B(QPY) induit
une équivalence faible sur les complexes a coefficients

v K(S, Q% T) = B(S, Q% T)

pour tout couple de QP -diagrammes (S, T).

Remarque. — Lerésultat du Lemmese généralise & tout complexe K (.S, QP Qert)
associé a un QfP’-diagramme contravariant S. Le lemme précédent nous permet
alors de montrer que K (S, Q% Q¢Pt) définit un remplacement cofibrant de S dans la
catégorie des QPi-diagrammes contravariants. On a un résultat symétrique pour les
QePi_diagrammes covariants.

Pour un diagramme sur R(Q%") = B¢(K (Q%"), on peut montrer que K (S, QP! Q°P?)
représente I'image de S par le foncteur dérivé du foncteur d’extension de structure
e : CREET o™ ags0cié & augmentation € : R(QPY) — QP et de méme
pour les R(Q¢P%)-diagrammes covariants.

On conclut du Lemme [6.14] et de la Proposition [5.9]:

Théoréme 6.A. — La construction R(QPY) = B(K (QP)) retourne un remplace-

ment cofibrant de QP* dans la catégorie des dg-catégories scindées sur QP

La dg-catégorie R(QP)) = Be(K(QP)) associée & R(QP) forme done, d’apres
la Proposition un remplacement cofibrant de Q¢P%. Ce remplacement cofibrant
R(QePY) = BS(K (Q¢P?)) défini un modele quasi-libre minimal de Q% au sens que le dg-
graphe K (1) = uQ¢" est muni d’une différentielle interne triviale et la différentielle
de la construction cobar B¢(K (Q%)) = u(F (LK (Q%)), d) applique les éléments
générateurs sur des éléments décomposables.

On sait que Q" est engendrée comme catégorie par les morphismes de degré 1. La
relation Ho(B¢(K(Q1))) = Q%% entraine la propriété supplémentaire suivante qui
n’est pas apparente dans la définition du :

Corollaire. — Les relations entre morphismes de degré 1 de QP* sont engendrées
par les identités quadratiques définies par les diagrammes des figures[6, [7, [3

Cette assertion, démontrée au niveau des k-modules, reste valable pour la catégorie
ensembliste Q¢! puisque la version enrichie en k-modules de Q¢P? est définie par les
k-modules librement engendrés par les morphismes ensemblistes de Q¢

On a donc, en corollaire du Théoréme une présentation par générateurs et
relations de Q¢P%. Le résultat de ce corollaire peut également se déduire, dans Iesprit
de [4], d’une identification de Q¢ avec un produit en couronne itéré de catégories.

La Lemme [6.15]| entraine, avec la Proposition que 'on a une identité
HL(K (8,957, T)) = H.(B(S, 2", 7)) = Tor™" (5,7),

pour tout couple de Q¢*-diagrammes. On démontre par les mémes arguments que
dans la Proposition [5.19]:
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Théoréme 6.B. — On a Uidentité
TOT*BC(K(Q:LW)) <S7 T) = H, (K(Sa Qipiv T))7
pour tout couple de B(K (QCP))-diagrammes (S, T). O

On suppose tacitement, comme expliqué dans l'introduction de que les dia-
grammes S et T sont dg-cofibrants.

6.16. Relations avec le résultat de [I7]. — Notons i,, 'objet de Q%" représenté
par 'arbre-tronc

L’arbre tronc i, définit en fait I'objet final de Q. Par suite, on obtient que le
complexe de Koszul a coefficient dans b,, possede un développement de la forme :

K(b,, QP T) = (EBzeObQZ’”' T(1),0),
avec I’homomorphisme de torsion donné composante par composante par I’action des
éléments générateurs {u} de R(QPY) = B¢(K(QPY)) sur le diagramme 7.

Lorsque T est un Q¢'-diagramme, seuls les éléments {u} de degré deg(u) = 1
agissent non-trivialement sur 7', puisque, d’apres le Théoreme I’augmentation
de R(QP") = wR(QY) annulent les éléments générateurs de R(Q) de degré > 1.
Dans ce cas, le complexe de Koszul K(b,, Q%" T) s’identifie en fait au complexe
C.(T) défini dans [I7, Proposition-Définition 3.6]. Le Théoréme donne donc une
généralisation de I'identité

Tor™ (b, T) = H,(C.(T))

démontrée par les auteurs de [I7].

7. Applications aux complexes bar itérés

Le complexe bar n-itéré B"™(A) d’une algebre commutative A s’identifie, dans
l'idée de [17], au complexe C,(B"(A)) du diagramme B"(A) dont la définition est
rappelée D’apres les explications du ce complexe est le complexe de
Koszul K (b, Q% B"(A)) associé & un Q¢ -diagramme contravariant b,. On a donc
I'identité

B"(A) = K(ba, 57", B"(4)).

Le propos de cette section est de réviser la construction de [§] pour constater
que cette identité se généralise lorsque A est une algebre sur une E,-opérade. Pour
établir la relation entre la définition de [§] et la structure d'un R(Q%%)-diagramme,
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ott R(Q%) = B¢(K(Q¢")), on utilise I'interprétation, exposée au d’un mor-
phisme v : T — ¢ comme une relation d’ordre dans le poset In I/Qflpi.

On suppose que E est une K-opérade cellulaire au sens de et on considere
lopérade E,, déduite de la filtration naturelle de E (voir . On utilise la décomposition

B"(A) = @ A® e,

(ol

La différentielle de B™(A), dans la construction de [§], est définie par un homomor-
phisme de torsion 0, : B"(A) — B™(A) dont les composantes

) -A®I”IHA®I"9
e

sont, d’apres les explications de [8, §A.13], données par laction sur A de produit
tensoriels d’opérations

e{u} € @ E(u(m)u-1):idu-1(5)

j€lna

associées aux morphismes u : 7 — g, comme dans la définition de la catégorie uni-
verselle TE au
On donne aussi dans [8, §A.13] une interprétation de la relation

5(0e) + 0.0 = 0

pour I’homomorphisme de torsion 0, : B"(A) — B™(A) en termes des applications
€« : {u} — e.{u} et d'une opération de composition — sur ces applications. Cette
opération — s’identifie en fait a I’'opération de composition de ?25 Par suite, ’équation
de [8] §A.13] s’interpréte comme la relation

Meful) = 3 Feufv) - eofw)
u=vw
dans QE.
En appliquant la caractérisation des morphismes sur la dg-catégorie scindée quasi-
libre R(Q2PY) = B(K(Q¢P)), on obtient alors :

Observation. — L’application €, : {u} — e, {u} considérée dans [8, §A.13] définit
un morphisme de dg-catégories scindées sur QP!

€t R(QPY) — QP
ot R(QP) = BE(K ().

Dans la construction de [§], I'image des tenseurs d’opérations e,{u} par le mor-
phisme d’augmentation € : E — C de la K-opérade E se réduit aux opérations
déterminant la différentielle du complexe bar n-itéré des agebres commutatives, de
sorte que I’homomorphisme de torsion 9, : B"(A) — B™(A) se réduit a cette différen-
tielle usuelle lorsque A est une algebre commutative. Cette contrainte s’interprete
comme suit en terme du morphisme €, défini dans ’observation précédente :
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Observation. — Le morphisme e, déduit de la construction de [8, §A.13] fait com-
muter le diagramme

Q.
R(Q) Q' — 0

Cette observation donne une nouvelle démonstration, indirecte, du résultat de

Maintenant, le complexe B™(A) associé a une E,-algebre, tel qu’il est défini dans [§],
s’identifie clairement au complexe de Koszul K (b, QP*, B"(A)), pour la structure de

R(Q¢P?)-diagramme déduite de ces observations. C’est pourquoi on obtient :

Théoréme 7.A. — On a les identités :
H.(B"(A)) = H.(K (b, QP B"(4))) = Tor? “ v, Br(4))

pour toute E,-algébre A qui est cofibrante comme dg-module. [

Ce qui est le théoreme annoncé dans 'introduction.

On déduit ensuite du théoréme principal de [§] :
Théoréme 7.B. — On a l'identité :
HE (4) = Tor! ) (v, B7(4))

pour toute E,-algebre A qui est cofibrante comme dg-module. O

Remarque. — On conjecture que ce dernier résultat reste valable pour une E,-
algebre dans la catégorie des espaces topologiques (des espaces simpliciaux). On rem-
place alors 'homologie des dg-modules par I’homotopie des espaces dans la définition
du foncteur Tor. On applique une définition de I’homologie HE»(A) comme un fonc-
teur Tor opéradique

HE"(A) = TorE" (I, A)

ou I est un X,-objet unité vu comme un module & droite trivial sur E, (voir [g]).
L’idée pour obtenir la généralisation du Théoreme consiste a observer que nos
constructions s’étendent dans le cadre des modules sur les opérades, comme dans [J],
et que le complexe bar catégorique B(b,, 2", B"(E,)) associé a l'opérade E,, vu
comme une algebre sur elle-méme dans la catégorie des modules a droite sur elle-
méme, définit un remplacement cofibrant de I dans la catégorie des E,-modules a
droites. Puis on observe suivant les idées de [7] que le complexe bar catégorique
B(b,, QP! B"(A)) d’une E,-algeébre A est déterminé par un foncteur sur la catégorie
des E,-algebres associé & ce E,-module & droite B(b,, Q%! B"(E,)).
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Remarque. — La relation du Théoreme suppose que le foncteur Tor s’annule
en degré x > 0 lorsque A est une E,-algébre libre A = E,(C). La démonstration
de Tacyclicité de B™(E,(C)) dans [8, §8] fait appel & une opération de Browder in-
tervenant dans la composante § : A® ™% — A®in de la différentielle de B™(A)
associée au morphisme :

[ L

(les notations y et i, reprennent la forme de ces arbres). Ce morphisme doit donc
agir par une opération de degré x > 0 dans la catégorie universelle du §3| pour que le
diagramme B"(A) construit dans le théoréme donne le bon résultat. Ceci donne

une obstruction & avoir une action stricte de la catégorie Q" sur la collection A® /"7
7 € ObQ¥P* lorsqu’on étend la construction aux algebres sur une E,-opérade.

8. Appendice : la propriété d’acyclicité du complexe de Koszul

Le but de cet appendice est d’établir la propriété suivante dont on avait reporté la
démonstration au g6 :

Lemme 8.A (affirmation du Lemme [6.9). — Le dg-module
Kn(o,1) = K(be, 4", Q7 (1, )

associé au diagramme ponctuel b, et au diagramme de Yoneda QP (1, —) est acyclique
lorsque T # 0.

On étend essentiellement des arguments de [I7]. On commence par reprendre les

définitions pour analyser la structure de ce dg-module K, (g, 7).

8.1. La définition du complexe K, (g,7). — Le dg-module

Kn(g,1) = K(bg, 0", Q7P (1, -))
s’identifie & un complexe de la forme
Ko(0.7) = (@, pe, klv) ©K{u}.),
muni de la graduation telle que
deg{v} ® {w} = degw,

le facteur {v} représentant le générateur de K (QP%)(0, o), dans la définition du
et le facteur {w} un élément du diagramme de Yoneda Q¢! (7, —). La différentielle
de K, (o, ) est donnée par la formule

O{vye{wy) = Y seu®)-{a} ® {bw}.

v=ab
deg b=1

S

La somme s’¢tend sur I'ensemble des décomposition v = ab avec degb = 1 puisque
le morphisme d’augmentation de R(QY) = B(K (%)), par lequel les éléments
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{b} € K(Q%)(0,0), agissent sur le diagramme de Yoneda QPi(r,—), annule les
générateurs de degré > 1. Le signe sgn(b) provient de la définition de ce morphisme
an

On utilisera dans les arguments de cette section une généralisation de la construc-
tion K, (o,7) lorsque les éléments de lensemble source e In 7 sont munis d’un
degré. On applique alors simplement la généralisation, mentionnée au de la
définition du signe sgn(b) associé & un morphisme de degré 1 dans la formule de la
différentielle de K, (o, 7).

Le complexe K, (o, T) possede, a I'instar d’un dg-graphe scindé, un scindage naturel

Ky (o, 1) = P Kuoro.

ueMor epi (T,7)
7

pour des sous-complexes I?n(g, Tuy, U € Mormm (1,T), constitués par les facteurs
k{v} @ k{w} tels que vw = wu.

8.2. Une suite spectrale. — L’idée consiste a munir [~(n (g, 7)y de la filtration

0= FOI?n(Qaz)u c---C den<gaz)u c---C Congdkn(Qaz)u = I?n(gaz)u

dont le terme FyK,,(c,T), est constitué des facteurs k{v} ® k{w} associés & un objet
milieu 8 = {dy 25 - <~ d } tel que dy + -+ dp_1 < d.

La différentielle d° de la suite spectrale définie par cette filtration se réduit aux
termes

d’({v} @ {w}) = Y sen(b) - {a} ® {bow}
v=abg

associés aux décompositions v = abg telles que, dans la représentation graphique des
objets de Q¢ le morphisme by : § — p fixe le nombre d’arétes de niveau i > 0. Dans
la description du ces morphismes by sont donnés par la fusion de deux sommets
consécutifs de niveau 0, représentée schématiquement dans Figure [0} L’étiquetage
des feuilles nous permet, comme au de représenter I'application by : In@ — In p
induite par by sur les ensembles sources des arbres.

FIGURE 9.

8.3. Une construction de cycles au niveau E° de la suite spectrale. — On
dit qu'un morphisme

{Eol...ltn}ﬂ{gog...&,;&
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est injectif fibre a fibre au niveau 0 si I’application

1 uste
(k) ——— oy (u(k))
induite par u : t, — s, est injective pour tout k € t;. La Figure [I0]donne un exemple
de tel morphisme. Rappelons que 1’étiquetage des feuilles permet, d’apres les obser-
vations du de déterminer complétement le morphisme u par sa représentation
graphique.

kike hoky 1o

l:

FIGURE 10.

On considére, comme dans [I7, Proposition 4.7], le foncteur de troncature tr :
QP — ), défini sur les objets par 'opération

tr{tp =t — - =t ={y = ot}

On se donne, sans nécessairement supposer u injectif fibre a fibre au niveau 0, une
décomposition tr v = vw du morphisme tr u dans la catégorie 2,,_1. Cette décomposition
est définie par le squelette solide d’un diagramme de la forme :

T1 T2 Tn

ty t, t, .
éo iw w
/N
w | to >d; ——--——>d,

\ 0 wn 0 0,

S S S
=0 o1 =1 o) On -

n

On considere ’ensemble des morphismes pointillés qui peuvent compléter un tel dia-
gramme définissant alors une décomposition v = 9w du morphisme « dans Q. Ce
remplissage est entierement déterminé par la donnée de 'application shg : ty — t

laquelle forme nécessairement une bijection puisque 1’on suppose que la source de

wTy 02 On A .
—d; — -+ - d,} a méme cardinal que la source

lobjet intermédiaire § = {t,
de 1.

L’application w7 regroupe les composantes 7, 1(j) C ty associées aux éléments
j € w™(i) de la fibre d'un point i € d;. La bijection shq : ty — t, est définie par une

permutation de battage
—1/ - ~ -1/ -
sho : H o (j) — H T (9)
JEw=1(3) JEWTL(3)
sur chaque groupe de composantes associée a un élément ¢ € d;. Comme les ap-
plications v sont supposées croissantes sur les fibres, 'existence d’une factorisation
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kl k}z ll ]fS ZZ

FIGURE 11.

u = v shg impose la relation supplémentaire

u(k) < u(l) = sho(k) < sho(l)
pour chaque paire d’éléments {k, [} sur un méme groupe de composantes [ [;,, -1 ) 1 (5).
Finalement, la bijection shg : t; — t; est uniquement déterminée par des permuta-
tions des éléments de ] 1(3) 71 1(4) sur une méme fibre u='(z), = € s, avec la
seule contrainte

jEW—

({k <1} C 7, 1(4) pour un certain j € t;) = (sho(k) < sho(l))

lorsque le morphisme u n’est pas injectif fibre a fibre au niveau 0. La bijection
sho ordonne ensuite ces blocs de permutations, associés aux ensembles u~!(z) N
Hicw-10) 711 (4), selon 'ordre des éléments = € s,

Cette analyse est une généralisation directe de 'argumentation de [I7, Proposition
4.2].

La Figure [11] donne I’ensemble des décompositions u = ¥ w associées a une décom-
position tru = vw de la troncature du morphisme de la Figure

On constate aisément que :

Observation 8.4. — La somme

Ay ef{w)) = ) +Ho}e (@}
U=vw
sur l’ensemble des décompositions u = VW associée a une décomposition tru = vw
dans Q,_1 définit un cycle dans IN(n(g T)u lorsque le morphisme u est injectif fibre
a fibre au niveau 0. (Le signe + est déterminé par la permutation shg qui intervient

dans la construction de w.)

Et on montre :
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Lemme 8.5. — L’application z : {v}@{w} — z({v}®@{w}) définit un isomorphisme
de dg-modules

I?n—l(ga I)tru E_> (Elkn(gaz)uadl)
lorsque le morphisme u est injectif fibre a fibre au niveau 0. On a
Elf?n(ga I)u =0

lorsque cette condition n’est pas satisfaite.

Les entrées de tr u correspondent aux fibres 7, L), 5 € t;, de la premiere surjection
deu = {t, =~ ... = t,}. On associe & chaque entrée de tru associée & une partie
75 -(5), j € ty, le degré défini par la somme

degy '(j) = #15 ()) + > deg(k)
keTy 1(4)

pour que les signes de f(n_l(g, 7)o correspondent aux signes de la différentielle
d'. La nombre #7; 1(4), qui désigne le cardinal de 1’ensemble Ty 1(4), correspond au
nombre d’arétes 7 : k — j qui, dans la représentation de [8, Proposition A.10], sont
associées a des suspensions dans la construction bar n-itéré.

Démonstration. — La différentielle d° préservant la structure aux niveaux > 0, le
module K, (0, T) tr u=vw engendré par les termes {0} ®{i} tels que u = 0@ couvre une
décomposition tronquée donnée tr u = vw. définit un sous-complexe de EOIN(R (0 T)us
de sorte que EOIN{n(g, T), admet un scindage :

EOKn(Q7I)u: @ (Kn(gaz)tru:uwvdo)-

tr u=vw

L’analyse du se généralise pour déterminer I’ensemble des décompositions
u = 0w couvrant une décomposition tronquée tru = vw. La permutation de battage
sho est remplacée dans le cas général par une application pg shg : ty — d, combinant
une permutation de battage de la forme du §8:3] et une surjection py : t, — d
identifiant certains éléments dans les intersections u~!(z) N cw—0) (), = €
sp- Une généralisation directe des arguments de [I7, §§4.2-4.7] montre alors que
I’homologie du complexe (IN(n(g, T)tr u=vw, d°) est triviale si u n’est pas injectif fibre
a fibre au niveau 0, est engendrée par le cycle z({v} ® {w}) sinon.

La construction d’un représentant explicite des classes d’homologie de EOIN{n (o,7)u
permet de déterminer la différentielle d' de la suite spectrale ce qui donne le résultat
du lemme. O

Une récurrence immédiate nous permet alors de conclure la démonstration du
Lemme et donc de boucler la preuve des résultats de O
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