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Homologie de Poisson de surfaces a une singularité isolée

B. FRESSE

Introduction

L’anneau S = ¥[x,y, z]/(f) est muni d’une structure de Poisson canonique qui est
caractérisée par les identités:

/

[il:,y] = ;7 [:‘/»Z] = Jas [Z,.%’] = f';

(cf. [1]). Le but de ces notes est de calculer 1’homologie de Poisson de cet anneau. La
méthode consiste & remplacer S par une “résolution lisse” de la forme S = ¢[z,v, z, f]
avec deg(f) = 1et 6f = f (cf. 1.1). Dans les articles [3] et [9], Burghelea et Vigué utilisent
cette méme résolution lisse S pour calculer ’homologie cyclique de S. On observe que le
crochet de Poisson de S se releve & S. Par suite, le calcul de ’homologie de Poisson de
S se réduit au calcul de ’homologie canonique de S (cf. [4], [5]). On obtient le résultat
suivant:

0.1. THEOREME
Soit S = €|x,y, 2]/(f) comme ci-dessus. On suppose f de poids homogéne, irréduc-
tible et a singularité isolée a l'origine. Sous ces hypotheéses, on a:

HT(S,8) = €.y, 21/ (far £}, £1), Vi > 0.

Rappelons aussi que par définition, on a H}°*(S,S) = S Qi pois(S) Q%)OZ-S,S.

0.2. Conventions

On travaille sur le corps ¥ des nombres complexes. La lettre P désigne ’algebre des
polynémes %[z, y, z]. On fixe des rationnels «, 3 et v représentant le poids des variables
x, y et z. On fixe f € P. On suppose f homogene et on note r le poids de f. Dans
ces notes, on travaille avec des algebres avec unité et augmentées. Aussi, par rapport a
article [5], H°%(S, S) désigne le groupe d’homologie H°%(S, S), ot S représente I’idéal
d’augmentation de S.

§1. Une résolution lisse de S et son homologie

Le but de cette section est de ramener le calcul de ’homologie de Poisson de S a
un calcul d’homologie canonique (cf. Lemme 1.4). Dans cette section, on ne fait pas
d’hypothese sur le polynome f.

1.1. Construction de la résolution lisse
Observons d’abord que le crochet de Poisson de S se releve a P. En effet, on a

[z, f] = [y, f] = [2, f] = 0 et par suite [p, f] =0, Vp € P.
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On ajoute a P un ¢lément de degré 1 pour obtenir une résolution lisse de S. Ex-
plicitement, on considere la dg-algebre S = ¢|x, Y, 2 z, f] avec deg( fl=1letéf =f. On
étend le crochet de Poisson de P & S en posant [f, f] := 0 et [p, f] := 0, ¥p € P. Ainsi, on
obtient bien une dg-algebre de Poisson et de plus, le morphisme évident S — S est un
quasi-isomorphisme d’algebres de Poisson.

1.2. Homologie canonique

On rappelle la définition de 1"homologie canonique (Gelfand-Dorfman [6], Koszul [§],
Brylinski [2], Huebschmann [7]).

Soit X une algebre de Poisson (eventuellement différentielle graduée). On note Q%
I'algebre des formes différentielles de Kahler associée a X. Ainsi, Q% est engendré par les
monomes de la forme:

defl"'dfm avec an"'7fs € X.

Rappelons que deg(df) = deg(f) + 1, Vf € X. De plus, si § : X — X représente
la différentielle de X, alors la différentielle de Q% est caractérisée par l'identité 6(df) =
(—=1)-d(6f), Vf € X. Mentionnons que ¢ : % — Q% préserve le degré tensoriel.

Soit M une représentation de Poisson de X (cf. [4], [5]). (Par exemple, M = X
muni de I’action adjointe.) Le complexe canonique est le complexe de modules différentiels
gradués C"" (X, M) = M ®x Q% avec la différentielle 6°*" : C¢*™" (X, M) — C (X, M)
définie par la formule:

(5Can(mdf1 ce dfs) = Zlgigs :|:[Tn7 fl]dfl ce af\’l o df,
—Zlgiqgsimdfl"'d[fiafj]"'gf\j"'dfs.

Insistons sur le fait que le complexe canonique est un complexe de modules différentiels
gradués. De fagon équivalente, C'$*" (X, M) forme un bicomplexe. De ce point de vue, C"
est muni de la différentielle canonique §°" : CS (X, M )s41 — CE* (X, M)g44—1 d'une
part et de la différentielle interne § : C$* (X, M)g1y — CS*™(X, M)sy¢—1 d’autre part
(Ceo™ (X, M )54+ désignant la composante de C¢* (X, M) de degré total s+t). L’homologie
de ce bicomplexe est I’homologie canonique de X.

On note C%"(X, M) le complexe canonique réduit et H$*" (X, M) I’homologie canon-
ique réduite. Rappelons que le complexe réduit est défini par C<"(X, M) = 0sis =0 et
Cen(X, M) = Cs" (X, M) si s > 0.

1.3. Homologie de Poisson

Rappelons que 1’homologie de Poisson est caractérisée par les propriétés suivantes (cf.
5)):

1) L’homologie de Poisson est invariante par quasi-isomorphisme. Plus explicitement,
soit f : X — Y un morphisme d’algebres de Poisson différentielles graduées. Soit M
une représentation de Y. Si f : X — Y est un quasi-isomorphisme, alors f induit un
isomorphisme en homologie de Poisson: f, : HP%" (X, M) —— HF%s(Y, M).

2) Soit X une algebre de Poisson différentielle graduée. Soit M une représentation de
X. Si X vérifie le théoréme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, alors on a H (X, M) =
HE (X, M).



Dans le cas qui nous occupe, on obtient HF°**(S,M) = HP*(S,M). De plus,
comme Palgebre S est commutative libre (donc vérifie le théoréme de Hochschild-Kostant-
Rosenberg), on a HP%¥(S, M) = H “n (S,M). Finalement, & un décalage en degré pres,
I’homologie de Poisson de S est ’homologie du bicomplexe C*"(S, M).

1.4. L’homologie canonique de S .
On explicite maintenant ce bicomplexe C$*"(S, M). On a clairement

Ce(S, M) syt = OM ® dz dy“2dz*d f*.

(pn somme sur les triplets d’entiers ¢; tels que €; + €2+ €3 = s — t.) Comme le crochet par
f est nul, le produit par df commute a la différentielle canonique. Donc le produit par df*
fournit un isomorphisme du complexe (C{*} (P, M),5°") dans le complexe “horizontal”

Cean (S, M) gir, 54", D’autre part, on a d(dft) = tdfdft=1. Par suite, via 'isomorphisme
s +

Cem(S, M)syy =~ CP,M) = M ®@p Q3" I'action de la différentielle “verticale” §
s’identifie au produit par df.

En conclusion, on a obtenu le résultat suivant:

1.5. LEMME
L’homologie de Poisson HF°*(S, M) s’identifie a I’homologie du bicompleze:
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ou C&9 = C (P, M) = M ®p Q. (Avec le décalage en degré, la diagonale s+t =i+ 1
correspond au groupe d’homologie HF°*.) 0



§2. Calcul de I’homologie de Hochschild de S

On fixe M = S. Le but de cette section est de calculer les groupes d’homologie du

complexe:
Ccan -df Ccan -df Ccan -df Ccan
3 2 1 o -

Dans la suite, ces groupes d’homologie sont noté H;, ¢ = 0,1,2,3. En fait, ce calcul
détermine ’homologie de Hochschild de S a coefficients dans S. Aussi, on reprend les
calculs de Burghelea et Vigué, avec la différence mineure suivante: on ne remplace pas le
module de coefficients M = S par la résolution S.

A partir de maintenant, on suppose f homogene, irréductible et avec une singularité
isolée en 0. En conséquence, les polynémes f7, ;, fL forment une suite réguliere et le
complexe de Koszul associé est exact. En particulier:

2.1. FArT: Soient u,v,w € P. Si on auf, +vf, +wf. =0 dans P, alors il eviste des
polynémes a,b,c € P tels que u = bf, —cf,, v=cf, —af. etw =af, —bf,.

2.2. FAIT: Soient a,b,c € P. Sion abf, —cf, =cf, —af. =af, —bf, =0 dans P, alors
il existe un polynome h € P tel que a = hf,, b= hf, et c=hf..

2.3. AFFIRMATION: On a Hy = 0.

Preuve: Soit h € P. On a hdf = hf,dx + hfydy + hf.dz. Donc si hdf = 0(mod f), alors
f divise hfy, hf, et hf.. Comme f est irréductible, on en déduit h =0 (mod f). O

2.4. AFFIRMATION: On a Hy = 0.

Preuve: Soit A = adz + bdy + cdz € QL. On obtient:
A-df = (bf, — cf,)dydz + (cf, — afl)dzdx + (af, — bf,)dxdy.
Donc, si A -df =0 (mod f), alors on a

bf, —cfy =uf, (1)
cfp—af. =vf, (2
afy =bfy =wf,  (3)

pour quelques polynomes u, v,w € P. En effectuant la combinaison linéaire f; (1)+ f; (2)+
fL(3) des équations ci-dessus, on obtient 1’équation:

uf, +vfy, +wf,=0.
D’ou (exactitude du complexe de Koszul en degré 1, cf. Fait 2.1):
u=bof. —cof;, v=cofl —aopfl et w:aof; —bofl,

pour quelques polynoémes ag, by, cg € P. En posant a3 = a—agf, by = b—bof et ¢c1 = c—cof,
on trouve que les équations (1), (2), (3) sont équivalentes a

bif, —cify=cify, —arf. =aif, —bif, =0.
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Par suite (exactitude du complexe de Koszul en degré 2, cf. Fait 2.2), il existe un polynéme
h € P tel que:
a=hf. +aof, b:hf;+bof et c=hf. +cof.

En conséquence, on obtient:

A = hdf (mod f)
et le résultat s’ensuit. O

2.5. AFFIRMATION: Soit 0 := axdydz + Bydzdx + yzdxdy. On a o - df = 0. De plus, si

(0] désigne la classe d’homologie de o, alors on a Hy = P/(fy, f,, f1) - [o].

Preuve:
1) Soit w = udydz + vdzdz + wdzdy € Q%. On a w - df = (ufl + vfy +wf;)dvdydz.
En particulier, pour w = o, on obtient:

o-df = (axf, + Byf, +vzf.)drdydz = r fdrdydz.

Donc o définit bien une classe de Hs.
2) En général, si w - df = 0(mod f), alors uf, +vf, +wf, = rhf, pour un certain
h € P. En utilisant I'identité d’Euler r f = ax f; + By f, + vz f,, on obtient I’équation:

(u—azh)f; + (v = Byh) fy + (w—yzh) f, = 0.
D’ou (exactitude du complexe de Koszul en degré 1):
u=">bf, —cf, + azh, v=cf, —af, + Byh et w=af, —bf, +~vzf.,

pour quelques polynomes a, b, c € P. Par suite, on aw = \df+ho, avec A = adx+bdy+cdz.
Finalement, toute classe de Hs est de la forme [ho], pour h € P.

3) Reste a prouver que [ho] est nul dans Hy si et seulement si h € (f7, f,, f2). Si
h=uf, +vf, +wfl, alors en utilisant I'identité d’Euler pour f, on obtient:

(axh —ruf)f + (Byh —rof)f, + (vzh —rwf) fL = 0.

D’ou (exactitude du complexe de Koszul en degré 1):

arh =bf, —cf, +ruf, (1)
Byh =cfy —af.+rof,  (2)
vzh  =af, —bf; +ruwf, (3)

pour quelques polynoémes a,b,c € P. Comme ci-dessus, on en déduit ho = Adf (mod f).
Donc [ho] est nul dans H.

Réciproquement, si ho = Adf (mod f), alors en effectuant la combinaison linéaire
fo(1) + f,(2) + f1(3) des équations ci-dessus, avec I'identité d’Euler pour f, on obtient:

rfh=rflaf, +bf, +cfl).

Dot h e (f, £, f1). O
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2.6. AFFIRMATION: Soit T := dxdydz. On a Hz = P/(f;, f,, f.) - [T].
Preuve: immédiat. O

Au terme de ces calculs, le terme E! de la suite spectrale s’écrit:

i — 0 &£ 0 &= H &
| | | | |
S 0 &— 0 &= H &— Hy
| | | | |
I 0 &= 0 S Hy f— Hy -
| | | | |
0 —— £Q2<ﬂﬂ3_ L -
| | | | |
1 2 3 A <

avec Q1 = C{*"/C§ - df, Qo = C5™/CT*™ - df, Hy = P/(fy, f,,f.) - [o] et H3 =
P/(f}, fy, f2) - [r]. Donc notre suite spectrale dégénere & partir du terme E2.

§3. Calcul de I’homologie canonique de S
Dans cette section, on complete le calcul de la suite spectrale en en déterminant le
terme E2. On acheve ainsi la preuve du théoréme 0.1.

3.1. LEMME
La différentielle 6°*™ : H3 — Hy est nulle.

Cette assertion est une conséquence directe de ’affirmation 3.3 ci-dessous:
3.2. AFFIRMATION: Dans C5“"(P, P) = Q%, on a §°"1 = 0.

Preuve: En effet, par définition, on a
0"t = —dlx,y] dz + dx dly, 2] + d[z, 2] dy = —df, dx — df, dy — df. dz
et donc §°"t = —d(df) =0. O



3.3. AFFIRMATION:
Soit h € P. Dans C5%"(P, P) = Q%, on a lidentité 5 (ht) = dhdf .

Preuve: On a §°“(ht) = hd““"7+[h, 7|. Donc, d’apres affirmation précédente, on obtient
d¢*™(ht) = [h, 7]. Maintenant, on vérifie facilement qu’on a 'identité [h, 7] = dhdf. O

Le lemme précédent entraine H°*(S,S) = P/(fy, f,, f.) pour i > 1. Il nous reste &
déterminer le terme H] °%(S,S) en calculant ’homologie du complexe:

G JCgem - df & C5°" /O™ - df — Hy

En fait, d’aprés laffirmation précédente, on a §°**(C5*) C C{*" - df. Aussi, il s’agit
finalement de déterminer le noyau de I'application:

560/]1 : CQCG/)’L/C%CLTL . df SN C«lcan/crgan . df

On obtient:
3.4. LEMME
Toute classe du noyau de ’application

66(17’1 . Cgan/clcan . df SN Clcan/cgan . df

s’écrit de fagon unique sous la forme ho, avec h € P/(fy, f,, f1)-
On commence par expliciter la différentielle §*" : C§*" — C7*™:

3.5. AFFIRMATION: Soit w = udydz + vdzdx + wdzdy € Q%. Dans C{*" (P, P) = Qp, on
a 0°"w = (uy + vy, +wl)df —d(uf, +vf, +wfl).
Preuve: vérification directe. O

Maintenant, on montre que la classe de ho € C§™ est un cocycle pour la différentielle

gean . Ogan/cfan . df _ Clcan/cgan . df

3.6. AFFIRMATION: Soit h € P homogéne de poids n. Dans C{*" = S ®@p QL, on a
Uidentité 6™ (ho) = (n+ a+ B+~ —r)hdf.

Preuve: D’apres le lemme précédent, on a
0" (ho) = (azxhl, + Byhy, +vzh,)df + (a+ B+ v)hdf — d(axhf, + Byhf, +vzhfl)
En utilisant 1'identité d’Euler pour h et pour f, on en déduit immédiatement:

0“"(ho) = (n+ a+ B+ y)hdf —d(rhf) = (n+a+ B+~ —r)hdf (mod f). O

Les deux affirmations suivantes completent la preuve du lemme 3.4:

3.7. AFFIRMATION: Soit h € P. Il existe A\ € Q) tel que ha = \df (mod f) si et seulement
sih € (fo, fy: I2)-



Preuve: Supposons que h € (fy, f,, f1). Soit h = uf; +vf, +wf. ot u,v,w € P. On a

zrJyrdz

alors (axh — ruf)f, + (Byh —rvf)f, + (yzh —rwf)f, = 0. D’ou il existe a,b,c € P tels
que

arh =bf, —cf, +ruf, Byh =cf, —af, +rvf et yzh =af, —bf, +rwf.
On vérifie que A\ = adx + bdy + cdz est solution de I’équation ho = Adf. L’assertion

réciproque se montre en remontant les identités que nous avons utilisées. 0O

3.8. AFFIRMATION: Soit w = udydz + vdzdx + wdzdy € Q%. Si 6" (w) € C§*™ - df , alors
on ¢ w = ho (mod C{*" - df ) pour un certain polynéme h € P.

Preuve: On peut supposer que w est homogene de poids n. On a §°""(w) = d(ufl, + vfg’, +
wfl) (mod C§*™ - df). Donc §°*™(w) € C§* - df entraine
d(ufl +vf, +wfl) = hodf = d(hof) (mod f),

pour un polynome hy € P homogene. Maintenant, si p est un polynome homogene de
poids m > 0, alors en utilisant 'identité d’Euler pour p, on montre que dp = 0 (mod f)
entraine p = 0 (mod f). Par suite, on a uf; + vf, +wf. = rhf, pour un certain h € P.
Donc, en utilisant I’identité d’Euler pour f, on obtient:

(u—azh) fl + (v — Byh) f, + (w — 72h) f, = 0.
D’ou (exactitude du complexe de Koszul en degré 1):
u=">bf, —cf, + azh, v=cf, —af. + Byh et w = af, —bf, +~zh,
pour quelques polynomes a, b, c € P. On en déduit:
w = Mdf + ho
avec A = adx + bdy + cdz. 0O
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