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Ceci est un polycopié...

Ce document est le polycopié du cours de topologie algébrique de
deuxiéme année de PENS (version 2014-2015). Il contient les énoncés princi-
paux du cours (présentés grosso modo dans le méme ordre que dans le cours,
mais donnés sans les démonstrations) et un certain nombre d’exemples es-
sentiels et d’exercices basiques, certains traités en cours, d’autres en travaux
dirigés.

Contenu du cours

Le cours est une introduction & la topologie algébrique. Il ne prétend
pas étre exhaustif, mais il vise plutot & présenter un ensemble de techniques
basiques de la topologie algébrique (groupe fondamental, revétements, homo-
logie), applicables & des problémes de topologie, d’algébre, ou de géométrie.
Dans cette optique, le cours donne un certain nombre d’applications de la
topologie algébrique® parmi lesquelles on trouve (liste non exhaustive, de
nombreuses autres applications sont données dans les exercices de TD) :

o le théoréme de D’Alembert-Gauss (algebre, section 4.4),

e une CNS d’existence du logarithme complexe sur un ouvert (analyse
complexe, section 6.1),

e le théoréme de Nielsen-Schreier (théorie des groupes, section 6.5),
e le théoréme de Brouwer (topologie, sections 4.4 et 11.2A),

e les théorémes d’invariance du bord, et d’invariance de la dimension
(topologie, section 11.2B)

e le théoréme de Jordan généralisé et le théoréme d’invariance du do-
maine (topologie, section 11.3B),

1. Pour nous, une application de la topologie algébrique est un théoréme dont 1’énoncé
n’emploie pas de terme de la topologie algébrique, mais dont la démonstration repose sur
des techniques de topologie algébrique.
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Le cours évoque aussi quelques problémes historiques ou théorémes récents
en topologie algébrique tels que la conjecture de Poincaré (section 11.2A),
la conjecture de triangulation (section 9.2B) ou le calcul de I’homotopie des
sphéres (section 7.3).

Le cours est principalement basé sur les trois livres de référence suivants
(dont le plus accessible pour un débutant est le livre de Félix et Tanré).

e Bredon, Topology and geometry, GTM 139, Springer-Verlag, 1993.
o Félix, Tanré, topologie algébrique, dunod, 2010.
e Hatcher, Algebraic topology, Cambridge University Press, 2002.

Certaines parties (ou exercices de TD) ont également été inspirées par
les sources secondaires suivantes.

e Godbillon, Eléments de topologie algébrique, Hermann, 1971.

e Milnor, Differential topology fourty-six years later, notices of the
AMS, 2011.

e Moise, Geometric topology in dimension 2 and 3, GTM 47, Springer-
Verlag, 1977.

e Munkres, Topology : a first course. Prentice-Hall, 1975.

e Prasolov, Elements of combinatorial and differential topology. Gra-
duate Studies in Mathematics, 74, AMS, 2006.

e Spanier, Algebraic topology. Corrected reprint. Springer-Verlag, 1981.

e Tom Dieck, Algebraic topology. EMS Textbooks in Mathematics,
2008.
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Premiére partie

Topologie et homotopie

1 Rappels/Compléments de topologie

Dans ce cours, un espace topologique sera souvent simplement appelé un
espace. Dans tout le cours, on utilisera les notations classiques suivantes. On
note {pt} 'espace topologique consitué d’un seul point. On note I I'intervalle
[0, 1], et on appelle chemin d’un espace X une application continue v : I —
X. Pour tout n > 1, on considére R™ muni de la norme euclidienne. On note :

1. S"7 1 = {u € R" | |Jullz = 1} la sphére unité (en particulier SO est la

réunion disjointe de deux points),

2. D" = {u € R" | ||ul|]2 < 1} le disque unité,

[}
3. D"={u € R" | ||ul|2 < 1} l'intérieur du disque unité.

1.1 Espaces topologiques homéomorphes

Définition 1.1. Deux espaces X, Y sont homéomorphes §’il existe une bijec-
tion continue f: X — Y d’inverse continu. Une bijection continue d’inverse
continu est appelé un homéomorphisme.

Deux espaces homéomorphes sont complétement indiscernables du point
de vue topologique.

Exemple 1.2. On dispose des exemples classiques suivants (dont certains
seront traités en exercice)

1. D™ est homéomorphe & R".
2. Soit x € S"~1. Alors S\ {z} est homéomorphe a R"~L.

3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, muni de deux normes
distinctes NV et N'. Alors les boules ouvertes (resp. fermées) de rayon
r pour la norme N sont homéomorphes aux boules ouvertes (resp.
fermées) de rayon r pour la norme N’.

4. Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension n, et K un en-
semble convexe, fermé, borné, d’intérieur non vide. Alors K est ho-
méomorphe 3 D", la frontiére K est homéomorphe & S™~! et 'inté-

o o
rieur K est homéomorphe & D™.
Dans la définition d’homéomorphisme, il est important que I'inverse de la

bijection soit continu. Il y a un critére pratique pour se dispenser de vérifier
que l'inverse est continu. Pour cela, on rappelle deux définitions.
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Définition 1.3. Un espace X est compact? si de tout recouvrement ouvert
de X, on peut extraire un recouvrement fini. Un espace X est séparé (ou
Hausdorff) si pour tout couple de points z,y on peut trouver des ouverts U,
et U, disjoints tels que z € U, et y € U,,.

Proposition 1.4 (Critére d’homéomorphie). Si X est compact et Y est
séparé, alors toute bijection continue f: X — Y est un homéomorphisme.

Question 1.5. Trouvez un contre-exemple & la proposition précédente si X
n’est pas compact, ou st Y n’est pas séparé.

La notion d’homéomorphisme permet de définir les variétés topologiques.

Définition 1.6. Une variété topologique est un espace séparé X, dont tout
point possede un voisinage homéomorphe a un espace euclidien. Une wvariété
topologique de dimension n est un espace séparé X dont tout point possede
un voisinage homéomorphe & ’espace euclidien R™.

Par exemple, S, la frontiére d’un compact convexe non vide de R"*!, ou
un ouvert de R™ sont des variétés topologiques de dimension n. Une variété
différentiable de dimension n (cf. le cours de géomeétrie différentielle) est une
variété topologique de dimension n.

Remarque 1.7. La définition de variété topologique fait naturellement sur-
gir les questions suivantes. La dimension d’une variété topologique (non vide)
est elle unique ? Une variété topologique connexe (non vide) est-elle automa-
tiquement une variété de dimension n, pour un certain n 7 Nous répondrons
& ces questions par 'affirmative dans la suite du cours.

1.2 Espaces topologiques quotients

Définition 1.8. Soit X un espace et R une relation d’équivalence sur l'en-
semble X. On note X /R I'ensemble des classes d’équivalence et g : X — X/R
Papplication quotient. La topologie quotient sur X/R est la topologie telle
que U est un ouvert de X/R si et seulement si ¢! () est un ouvert de X.

Le quotient d’un espace compact est compact. Par contre, le quotient
d’un espace séparé peut ne pas étre séparé (Exercice : donnez un exemple de
ce phénoméne).

Proposition 1.9 (Propriété universelle de la topologie quotient). Soit X un
espace muni d’une relation d’équivalence R. Pour toute f: X — Y continue
et constante sur les classes d’équivalences, il existe une unique f : X/R —Y

2. Dans ce cours, nous ne supposons pas que les espaces compacts sont séparés.
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continue telle que f = foq.

X/R

Dans la pratique, on utilise souvent la topologie quotient pour construire
de nouveaux espaces. Nous donnons ci-dessous trois situations typiques.

A. Ecrasement d’un sous-espace

Soit X un espace et A C X. On note X/A lespace quotient de X par la
relation
Ry < zyeAlouz=y.

Dans 'espace X/A, les éléments de A sont identifiés & un point.
Exemple 1.10. Le quotient D"/S™~! est homéomorphe & S™.

Exemple 1.11 (Bouquet d’espaces). Soient (X, Zq)aca une famille d’es-
paces pointés (c’est a dire qu’on distingue un point de chaque espace,
To € Xao). Le bouquet \/ cp Xa est 'espace obtenu comme quotient de
la réunion disjointe® | |, p Xo en écrasant le sous-ensemble {z,, |o € E}.

Exemple 1.12 (Cone). Le cone d’'un espace X est 'espace CX := X x
[0,1]/X x {0}. Le cone de S"~! est homéomorphe & D™.

B. Actions de groupes

Soit X un espace, et G un groupe agissant sur ’ensemble X. On note
alors X/G l'espace quotient de X par la relation d’équivalence xRy si et
seulement si dg € G, gz = y.

Exemple 1.13.

1. Le groupe discret (Z",+) agit sur R™ par translations. Le quotient
T™ := R"/Z"™ s’appelle le tore de dimension n. L’espace T est ho-
méomorphe & (S1)*".

2. Soit k = R ou C. Le groupe multiplicatif k\ {0} agit par multiplication
sur k"T1\ {0}. L’espace quotient k"1 \ {0}/k\ {0} s’appelle I'espace
projectif de dimension n sur k, et se note kP, ou P"(k).

Exercice 1.14. Montrez que RP™ est homéomorphe au quotient de S™ C
R par l'action du groupe & deux éléments {£1}, agissant sur S™ par
multiplication. Montrez que CP™ est homéomorphe au quotient de S*"+1 C
C™* par Daction du groupe S' des unités de C, agissant par multiplication.

3. La réunion disjointe des ensembles X, est munie de la topologie dont les ouverts
sont les réunions disjointes des ouverts des X,.
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Exercice 1.15. Montrez que RP", resp. CP" est une wvariété topologique
compacte de dimension n, resp. 2n.

C. Recollement d’espaces

Soit f1 : A — X1 et fo : A — X5 deux applications continues. On
note X1 Uy, r, Xo, ou souvent plus simplement X; Uy Xo, 'espace quotient
de la réunion disjointe X LI X9 par la relation d’équivalence engendrée par
fi(a)R fa(a), a € A.

De maniére explicite, z € X; et y € X, 4,5 € {0, 1} sont équivalents si et
seulement §”ils sont connectés par un zig-zag (avec a; € A et x; € X7 U Xo)

a

ii/ &ﬂ_ }sz/ ag e Ap—1 \fl fij/ ajf \fi

z r1 Thk—1 Yy

Notons j : X — XUa X et j/: X! — X U X' les applications continues
qui envoient un point z sur sa classe d’équivalence dans X Uy X'.

Proposition 1.16 (Propriété universelle du recollement). Soient f: A — X
et f': A — X' deuz applications continues. Pour tout espace Z et toutes
o: X = Zetd: X — Z' continues telles que po f = ¢ o f, il existe une
unique ® : X Uxg X' — Z telle que Poj=¢ et Poj = ¢ .

Détaillons une situation importante de recollement, qui sert fréquemment
en pratique pour fabriquer des espaces dont on controle bien la topologie.

Définition 1.17 (Recollement d’une cellule). Soit X un espace et f :
Sn~1 — X une application continue. On note ¢ : S*~! < D" I'inclusion
canonique. L’espace quotient X Uy, D" est souvent noté X Uy D". On dit
que cet espace est obtenu a partir de X en recollant une cellule de dimension
n. L’application f s’appelle 'application d’attachement de la cellule.

Exemple 1.18. On dispose des exemples élémentaires suivants (dont cer-
tains seront traités en exercice)
1. 8™ est homéomorphe & {pt} Uy D", ot f est I"application constante

2. S™ est homéomorphe & D" Uy D", ot f = (I'inclusion canonique).
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3. RP" est homéomorphe 4 RP"~! Ur D™, ou f est 'application quotient
Sn=1 — RP""1. De méme, CP" est homéomorphe & CP"~ ! Uy D2,

L’exercice suivant fournit une description assez explicite de I’espace ob-
tenu par recollement d’une cellule.

Exercice 1.19. Soit X un espace et f : S*1 — X une application continue.
On note j : X — X Uy D" et j' : D" — X Uy D" les deux applications

canoniques. Vérifier les propriétés suivantes.
o

1. X Uy D" est la réunion des deuz sous ensembles j(X) et j'(D™), qui
sont disjoints.

2. le sous-ensemble j(X) est un fermé de X et j induit un homéomor-
phisme de X sur j(X). (On peut donc identifier X a un sous-espace
fermé de X Uy D™).

8. 7'+ D" = X Uy D" induit un homéomorphisme de D™ sur j'(D™).

. L’espace X est compact (resp. séparé) si et seulement s1 X Ur D" est
14 74 D 14 f
compact (resp. séparé).
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2 Quelques éléments de théorie de ’homotopie

2.1 Type d’homotopie

Définition 2.1. Soient f,g: X — Y des applications continues. On dit que
f est homotope a g s'il existe une application H : X x I — Y continue telle
que H(z,0) = f(x) et H(z,1) = g(z) pour tout x € X. Une telle application
H s’appelle une homotopie entre f et g. On note f ~ g, ou f ~p g lorsque
I'on veut préciser I’homotopie.

On note C(X,Y’) I'ensemble des applications continues de X vers Y.

Lemme 2.2. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur

C(X,Y).

Lemme 2.3. La relation d’homotopie est compatible avec la composition des
applications continues (i.e. si f ~ g et f' ~ ¢ alors fof' ~gog).

La notion suivante est plus grossiére que la notion d’homéomorphisme,
et permet beaucoup plus de souplesse dans la manipulation des espaces to-
pologiques. C’est une notion fondamentale en topologie algébrique.

Définition 2.4. Deux espaces X, Y ont méme type d’homotopie (on dit aussi
que X et Y sont homotopiquement équivalents) s’il existe une application
f: X — Y et une application g : X — Y telles que gof ~ Idx et fog ~ Idy.
Les applications f et g s’appellent des équivalences d’homotopies.

Exercice 2.5. Soit f : X — Y continue. On suppose qu’il existe g : Y — X
telle que go f ~Idx et h: Y — X telle que foh ~ 1Idy. Montrez que f est
une équivalence d’homotopie.

Par exemple, deux espaces homéomorphes ont méme type d’homotopie.
Mais, comme nous le verrons dans la suite, des espaces relativement différents
peuvent avoir le méme type d’homotopie.

Définition 2.6. Un espace X est contractile s'il a le type d’homotopie de
Pespace {pt}. De maniére équivalente, X est contractile si I’application Idy :
X — X est homotope & une application constante.

Exemple 2.7. Si C' est un ensemble convexe de R™, C' est contractile.

Le concept de rétraction par déformation apparait souvent en pratique
pour déterminer le type d’homotopie des espaces.

Définition 2.8. Soit X un espace et A C X. Une rétraction par déformation
de X sur A est une application r : X x I — X, telle que (i) r(z,0) = x pour
tout x € X, (ii) r(x,1) € A pour tout x € X, et (iii) r(a,t) = a pout tout
tel.

10
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Lemme 2.9. S’l existe une rétraction par déformation de X sur A alors
Uinclusion A — X est une équivalence d’homotopie.

Exemple 2.10. Il existe une rétraction par déformation de R™ \ {0} sur
S"=1 donnée par r(z,t) = (1 — t)z + tz/||z||o.

2.2 Cofibrations

Définition 2.11. Soit X un espace et A C X. L'inclusion ¢ : A — X est une
cofibration si pour tout espace Z et toute application f : AXITUX x{0} — Z
continue, il existe une application f: X x I — Z qui étend f.

AxTUX x {0} >z

-
-~

PRy
X x 1

Dans la définition ci-dessus, on ne suppose pas que 'extension f est
unique. En général, s’il en existe une extension, alors il existe beaucoup
d’extensions différentes possibles. Une application utile des cofibrations est
I’énoncé suivant.

Theoréme 2.12. Si linclusion A — X est une cofibration et si A est
contractile, alors Uapplication quotient X — X/A est une équivalence d’ho-
motopie.

L’exercice suivant donne une application de la notion de cofibration au
probléme d’extension des applications.

Exercice 2.13. Soit A — X une cofibration, et f,g : A — Y deuz ap-
plications continues homotopes. Montrez que f admet un prolongement par
continuité o X tout entier si et seulement si g admet un prolongement par
continuité a X tout entier. Trouvez un contre-exemple & cette équivalence si
A — X n’est pas une cofibration.

Décrivons maintenant plus concrétement les paires (X, A) telles que l'in-
clusion A — X est une cofibration.

Lemme 2.14. Soit X un espace séparé et A C X. Si A — X est une
cofibration, alors A est fermé dans X.

La condition A fermé dans X n’est pas suffisante, comme le montre
lexemple X = I, A = {0} U {% ,n € N*}, et f = Id. En pratique, on
utilise souvent ’énoncé suivant pour produire des cofibrations.

Proposition 2.15. Soit X un espace métrique et A un fermé de X. On
suppose qu’il existe un voisinage U de A dans X, et une rétraction par dé-
formation de U sur A. Alors Uinclusion A — X est une cofibration.

11
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Deuxiéme partie

Les groupes d’homotopie

3 Introduction : le 7y d’un espace

La topologie algébrique décrit la forme des espaces en associant & chaque
espace des objets de nature algébrique (des ‘invariants algébriques’), de telle
maniére que deux espaces ayant le méme type d’homotopie aient des inva-
riants isomorphes. L’exemple le plus simple est celui du .

Définition 3.1. Soit X un espace. On note my(X) 'ensemble des compo-
santes connexes par arcs de X, c’est a dire mp(X) = X/R, ou R est la
relation d’équivalence sur X définie par Ry s’il existe un chemin v: I — X
tel que v(0) =z et y(1) = y.

Question 3.2. Identifiez la topologie sur mo(X) si on munit cet ensemble de
la topologie quotient.

La notion de composante connexe par arcs est plus fine que la notion
de composante connexe. Par exemple, 'adhérence dans R? du graphe de la
fonction R} — R, z — sin(%) est connexe, mais posséde deux composantes
connexes par arcs. L’exercice suivant fournit une classe d’espaces pour les-
quels les deux notions sont équivalentes.

Exercice 3.3. Soit X un espace localement connexe par arcs, c¢’est a dire
que tout point x € X admet une base de voisinages® connexes par arcs.
Montrez que X est connexe st et seulement si X est connexe par arcs.

Proposition 3.4. L’ensemble des composantes connexes par arcs d’un es-
pace topologique vérifie les propriétés sutvantes.
1. On a une bijection mo(X X Y) ~ mo(X) x mp(Y).
2. Une application continue f: X — Y détermine une application
mo(f): m(X) — m(Y)
[z] = [f(2)]
et on a mo(Id) = 1d, et mo(g o f) = mo(g) o mo(f)-
3. Si f,g: X =Y sont homotopes alors mo(f) = mo(g).
4. 51 X et'Y ont méme type d’homotopie, on a une bijection mo(X) ~
mo(Y).

Le but de cette partie du cours est d’introduire le groupe fondamental
w1, puis les groupes d’homotopie supérieurs 7;, ¢ > 2. Ce sont des invariants
plus sophistiqués que le g, mais qui sont définis de maniére analogue, et qui
possédent des propriétés similaires.

4. Rappelons qu’une base de voisinages d'un point z € X est un ensemble B de voisi-
nages de z, tel que tout voisinage de x contient un élément de B.

12
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4 Le groupe fondamental d’un espace

4.1 Opérations sur les chemins

Si X est un espace, on note C,(X) l'ensemble des chemins v : I — X
tels que 7(0) = a et y(1) = b. On introduit d’abord la notion d’homotopie a
extrémités fixées entre chemins.

Définition 4.1. Deux chemins v, 1 € C, (X)) sont homotopes a extrémités
fizées s'il existe une application continue H : I x I — X telle que

1. H(0,t) = ~v(t) pour tout ¢t € I,

2. H(1,t) = p(t) pour tout ¢t € I,

3. H(s,0)=aet H(s,1) =b pour tout s € I.
L’application H est une homotopie 4 extrémités fizées entre v et p.

Lemme 4.2. La relation ‘étre homotope 4 extrémités fizées’ est une relation
d’équivalence sur Cop(X).

Définition 4.3 (Opérations sur les chemins).
1. Siy e Cup(X) et € Cpe(X), le chemin composé yu € Cqo(X) est
défini par :
[ (2t sit<1/2
(y)(t) = { w2t —1) sit>1/2

2. Le chemin constant en a € X est le chemin ¢, défini par €,(t) = a
pout tout t € I.

3. Si vy € Cup(X), son inverse v~ € Cpo(X) est défini par v~ 1(t) =
(1 —t) pour tout ¢ € I.

Lemme 4.4. La relation d’homotopie & extrémilés fizées est compatible avec
la composition des chemins.
Lemme 4.5. La composition des chemins est

1. associative G homotopie prés : (y172)y3 ~ v1(7273),

2. posséde des éléments neutres & homotopie prés e,y ~ v et yep ~ 7,

3. posséde des inverses a homotopie prés (Y1) ~ eq et (Y 1)y ~ €.

4.2 Groupe fondamental

Siy € Cup(X), on note [y] sa classe d’équivalence pour la relation d’ho-
motopie a extrémités fixées. Un chemin dont les deux extrémités sont égales
au méme point a s’appelle un lacet de X basé en a.

13
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Définition 4.6. Soit X un espace. Le groupe fondamental en z € X est
I’ensemble des lacets basés en z & homotopie prés :

m1 (X, z) = Cp »(X)/relation d’homotopie & extrémités fixées,
muni de la structure de groupe définie par la composition des lacets

V] - [p] = [yu] -

Les résultats de compatibilité entre opérations sur les chemins et homoto-
pies énoncés a la section précédente assurent que la définition est bien posée,
et que 7 (X, x) est bien un groupe. L’inverse est donné par [y]~! := [y71],
et I’élément neutre est [e;]. On vérifie sans peine la propriété suivante.

Proposition 4.7. Soient (X, x) et (Y,y) des espaces pointés. On a un iso-
morphisme de groupes :

WI(X?x) X Wl(Yv y) = WI(X XY, (x,y)) :

On étudie maintenant ’effet des applications continues entre espaces sur
le groupe fondamental. Nous allons établir les propriétés similaires aux pro-
priétés du my énumeérées a la proposition 3.4. La différence technique essen-
tielle est que le groupe fondamental d’un espace X dépend d’'un point de
base x € X

Proposition 4.8 (Changement de point base). Soit X un espace, v €
Cypy(X). Alors v induit un isomorphisme de groupes

o, m(X,z) - m(X,y).
T A (O 171

Définition 4.9. Soit z € X, et f : X — Y une application continue. Alors f
induit un morphisme de groupes m1(f) : 71 (X, z) — m (X, f(z)), également
noté fy, et défini par fy([7]) := [f o~

I découle directement de la définition que m1(Idx) = Id, (x.4), et si
f: X —=>Yetg:Y — Zsont continues, alors m1(g o f) = m1(g) o m1(f).

Proposition 4.10. Soient f,g : X — Y deuz applications homotopes via
une homotopie H : X x I — Y. Notons v € Cy(y) g2)(Y) le chemin défini
par y(t) = H(x,t) pour tout t € I. Alors on a un diagramme commutatif :

m1(X, ) () ﬂl(Y,J/f(a:)) .
m1(g) ®
m1(Y, g(z))

14
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Comme conséquence de cette proposition, on peut prouver que le groupe
fondamental est un invariant du type d’homotopie.

Theoréme 4.11. Soit f: X — Y une équivalence d’homotopie. Alors pour
tout x € X, m(f) : m(X,x) = m(Y, f(x)) est un isomorphisme de groupes.

Nous pouvons donc effectuer nos premiers calculs de groupe fondamental.

Définition 4.12. Un espace X est simplement conneze si mo(X) = {x} et
m1 (X, x) = {*} pour tout x € X.

Exemple 4.13. Un espace contractile est simplement connexe.

Remarque 4.14. Nous verrons plus tard qu’il existe beaucoup d’espaces
simplement connexes qui ne sont pas contractiles.

4.3 Revétements

On commence par introduire la notion de revétement, qui axiomatise les
propriétés topologiques essentielles de la fonction exponentielle :

Exp: R — St
t 62iﬂ't

La notion de revétement (et les théorémes de relévement associés) est un
outil essentiel pour calculer le groupe fondamental du cercle.

Définition 4.15. Une application continue p : B — B, avec E # (), est
un revétement si pour tout b € B il existe un voisinage ouvert i de B, un
espace discret F, et un homéomorphisme ® : U x F, — p~HU) tel que le
diagramme suivant commute :

Ux Fy ° )
A
U

I'espace E est appelé espace total du revétement, B la base du revétement,
Fy, ~ p~1(b) la fibre au dessus de b. Les ouverts U ci-dessus s’appellent
des ouverts trivialisants. Les ouverts de la forme ®(U x {z}) s’appellent les
feuillets au dessus de U.

Exemple 4.16.

1. Si F est un espace discret et B un espace, la projection F'x B — B est
un revétement. Les revétements de ce type sont appelés revétements
triviaux.

2. Sip: E — B est un revétement, et si B’ C B, alors la restriction :
p:p Y(B') = B’ est un revétement.

15
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3. Exp:C — C\ {0}, z — €™ est un revétement (donc sa restriction
Exp : R — S également).
4. Pour n > 1, ’application C\{0} — C\{0}, z — 2", est un revétement.

Exercice 4.17. Soit p : E — B un revétement de base connexe. Montrez
que toutes les fibres ont méme cardinal. (un revétement dont toutes les fibres
ont cardinal fini k est appelé revétement a k feuillets)

On se fixe un revétement p: £ — B. Si f: X — B est une application
continue, un relévement de f est une application continue f : X — FE telle
que po f = f.

E
7o
4
X—8B
Proposition 4.18 (Unicité des relévements). Soitp : E — B un revétement.
Soit X un espace conneze, et fo, f1 : X = E deux relévements de f : X — B.
Si fo et f1 coincident en un point, alors fo = fi.

Theoréme 4.19 (Relévement des chemins). Soit p: E — B un revétement.
Soit v : [a,b] — B une application continue. Pour tout e € p~1(y(a)), il
existe un (unique) relévement 7 tel que 7(a) = e.

Theoréme 4.20 (Relévement des homotopies). Soit p : E — B un revéte-
ment, soit H : X x I — B une application continue, et soit f : X x {0} — E
un relevement de Uapplication f := H|xx(oy. Alors il exisle un (unique)
relevement H : X x I — E de H tel que F|XX{0} =f.

Xx {0 t-E
Evzl /l
2 P

//

XxI——B
H

Corollaire 4.21. Soit p: E — B un revétement. Pour tout x € E p induit
une injection w1 (p) : 71 (E,z) — m(B,p(x)).

4.4 Le groupe fondamental du cercle

Définition 4.22. Soit v : I — S' un lacet de S, et soit 7 : T — S* un
relévement de v a travers le revétement Exp : R — S'. Alors le nombre
(1) —7(0) est un nombre entier, qui ne dépend pas du relévement 7 choisi.
On l'appelle le degré du lacet v et on le note deg(y).

Theoréme 4.23. Le degré induit un isomorphisme de groupes :

deg: m(St,z) — Z
v = deg(v)
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Le calcul du groupe fondamental du cercle peut étre utilisé pour démon-
trer les résultats suivants (d’autres applications seront données en TD).

— Théoréme de D’Alembert-Gauss : tout polynéme complexe ad-
met une racine.

— Théoréme de Brouwer en dimension 2 : toute application conti-
nue f : D?> — D? admet un point fixe.

— Théoréme d’intersection des chemins : Soient v et p deux che-
mins de I2. Si v relie deux cotés opposés du bord de I? et y relie les
deux autres cotés, alors Im(v) N Im(u) # 0.

17
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5 Autour du théoréme de van Kampen

5.1 Un peu de théorie des groupes

On rappelle les notions suivantes pour les groupes abéliens. Soit (Aq)acs
une famille de groupes abéliens. On note ,c;Aa le sous-groupe de
[loc Aa formé des familles d’éléments & support fini. Ce groupe s’appelle la
somme directe des Ay Notons iy 1 Aq — @,e s Aa le morphisme de groupes
défini par t4(a) = (...,0,a,0,...). La somme directe vérifie la propriété
universelle suivante. Pour tout groupe abélien B et toute famille de mor-
phismes de groupes f, : Ay — B il existe un unique f : @, c; Aa — B tel
que fotq = fa

Un groupe abélien A est un groupe abélien libre de base (aq)acy si tout
élement de A s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire (&
support fini) d’éléments a,. La base d’un groupe abélien libre induit un iso-
morphisme de groupes @, ; Za ~ A. Toutes les bases d'un groupe abélien
libre ont méme cardinal. En particulier, deux groupes abéliens libres sont
isomorphes si et seulement s’ils admettent des bases de méme cardinal.

Le but du paragraphe A suivant est de développer des notions similaires
pour les groupes généraux. Le paragraphe B présente la notion d’abélianisé
d’un groupe, qui permet de comparer les groupes libres et les groupes abéliens
libres. Enfin le paragraphe C présente une variation du produit libre, qui nous
sera utile pour énoncer le théoréme de van Kampen.

A. Produits libres et groupes libres

Définition 5.1. Soit (Gg)aes une famille de groupes. On appelle produit
libre des groupes G, un groupe G, muni de morphismes de groupes tq :
G, — G, satisfaisant la propriété universelle suivante. Pour tout groupe H
et toute famille de morphismes de groupes f, : Go — H il existe un unique
morphisme de groupes f: G — H tel que f oty = fa.

Ga
\ fa
’ G**§'77>H
74
Is
Gs

On vérifie facilement que les morphismes ¢, sont nécessairement injectifs,
et que si le produit libre des groupes G, existe, il est unique & isomorphisme
prés. La partie plus difficile est de montrer 'existence de ce produit libre.
Nous en esquissons une construction. Soit (G4 )aes une famille de groupes.

e On considére ’ensemble M des mots de longueur finie formés de

lettres de ’ensemble | | . ;Go. Le mot vide, de longueur nulle, est

18
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noté 1. Parmi ces mots de longueur finie, on considére les mots réduits.
Ce sont les mots qui ne contiennent pas les lettres 1, et dont deux
lettres consécutives ne sont pas dans le méme ensemble Gy, \ {1g, }
(le mot vide est réduit). Le sous-ensemble des mots réduits est noté

*aGJGa'

e Sim € M, on peut le réduire de la maniére suivante.
1. On retire tous les lettres 1, .

2. Si n lettres consecutives dans le mot obtenu sont dans le méme
G, alors on les remplace par leur produit.

On itére les opérations 1 et 2 jusqu’a ce que le mot soit réduit (le
processus doit finir car il fait diminuer strictement la longueur du
mot si le mot de départ n’est pas réduit). Ce procédé définit une
application

p:M = *0e)Go .

e L’ensemble x*,c;G, est muni de lopération produit mq - mg =
p(my|msa), ot mj|my désigne la concaténation des mots my et ma.

e lapplication it : Go — *aejGq envoie g € G, \ {lg, } sur le mot
composé d’une lettre égale a g, et 1g, sur le mot vide 1.

Theoréme 5.2. L’ensemble xocjG, est un groupe, les applications vo sont
des morphismes de groupes, et (%G, o) €st un produit libre des groupes G,,.

Définition 5.3. Un groupe G est dit libre s'il existe une famille (Zqy)aes de
groupes cycliques infinis et un isomorphisme de groupes ¢ : *qcjZq = G.
L’ensemble {gq }acs d’éléments g, = ¢(14) (ou 1, € Z,,) est appelé une base
de G. On note < go, @ € J > un groupe libre de base {gq }acs-

Proposition 5.4. Soit G un groupe libre, et (ga)acs une base de G. Alors
pour tout groupe H et toute famille (hy) d’éléments de H, il existe un unique
morphisme de groupes f : G — H tel que f(ga) = ha pour tout o € J.

On rappelle que si X est une partie d’un groupe G, le sous-groupe engen-
dré par X est le plus petit sous-groupe de G contenant X. Concrétement, le
sous-groupe engendré par X est composé des produits d’éléments de X et de
leurs inverses. De méme, le sous-groupe normal engendré par X est le plus
petit sous-groupe normal de G contenant X. Concrétement, le sous-groupe
normal engendré par X est composé des produits de conjugués d’éléments
de X et de leurs inverses.

Une présentation d’un groupe G par générateurs et relations est la donnée
d’une famille de générateurs {go}acs de G et d'une famille {rg}gcx d’élé-
ments du groupe libre < g, @ € J > tel que le sous-groupe normal engendré
par les r, est égal au noyau du morphisme canonique < go, @ € J >— G.
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B. Abélianisation

Soit G un groupe. Le groupe des commutateurs [G, G| est le sous-groupe
de G engendré par les éléments du type ghg~'h™1.

Lemme 5.5. [G, G] est le plus petit sous-groupe normal N de G tel que G/N
est abélien.

Définition 5.6. Le quotient G/[G, G| est noté G, et s’appelle ’abélianisé
de G.

Proposition 5.7. Si f : G — A est un morphisme de groupe et A est
abélien, il existe un unique morphisme de groupes f : Ga, — A tel que le
diagramme suivant commute.

a1 .4

Gab

Proposition 5.8. Pour tout ensemble J on a un isomorphisme de groupes :

<tg, € J >p @Z.
acJ
Corollaire 5.9. Toutes les bases d’un groupe libre ont méme cardinal. En
particulier, deuxr groupes libres sont isomorphes si et seulement s’ils ad-
mettent des systemes libres de générateurs de méme cardinal.

C. Somme amalgammée

Définition 5.10. Soient ¢1 : K — G et ¢9 : K — (G2 deux morphismes de
groupes. La somme amalgammée G *x G2 est le quotient de G1 x G par le
sous-groupe normal engendré par les éléments ¢y (k)go(k) ™!, k € K.

Pour ¢ = 1,2 on note ¢y la composée Gy — G x Gog — Gp xg Go.
La la propriété universelle de la somme amalgammeée est une conséquence
directe de la propriété universelle des produits libres et de celle des groupes
quotients.

Proposition 5.11. Soient ¢y : K — Gy, £ = 1,2 deur morphismes de
groupes. Pour tout groupe L et tous morphismes fo : Gy — L tels que fiopy =
fo o ¢, il existe une unique f : G1 g Go — L telle que f; = f oy pour
£=1,2.

é1 e

i

Gy —2> G ¢ Gy
N
f2 RN
L
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5.2 Théoréme de van Kampen

Soit X un espace, et U,V deux ouverts de X. Soit g € 4/ NV. On a un
carré commutatif de groupes ou les différents morphismes sont induits par
les inclusions d’expaces :

Wl(Z/[ﬂv,xo) le(u,xo) .

| l

™ (V, 1'0) EE—— 7r1(X7 {L'()>

donc, d’aprés la propriété universelle de la somme amalgammeée, un mor-
phisme de groupes

¢ (U, T0) * 7, wV,20) T1 (V5 T0) — T1(X, T0) -
Theoréme 5.12 (Van Kampen). St X = U UV, et st UV, U NV sont
connezxes par arcs, alors ¢ est un isomorphisme de groupes.

5.3 Applications

Le théoréme de van Kampen permet de calculer les groupes fondamen-
taux dans une grande variété de situations. Nous en donnons quelques unes.

A. Sphéres

Proposition 5.13. Pour n > 2, la sphere S™ est simplement conneze.

B. Bouquets d’espaces

Proposition 5.14. Soient (X,xz), (Y,y) deuz espaces pointés. On suppose
que x (resp. y) admet un voisinage ouvert Uy (resp. Uy,) qui se rétracte par
déformation sur x (resp. y). Alors les inclusions X — XVY etY < X VY
induisent un isomorphisme :

m(X)*m(Y) S m(XVY).

Exemple 5.15. Le groupe fondamental d’un bouquet de n cercles est un
groupe libre & n générateurs. Une base est fournie par les classes des lacets
v, © = 1...n, dés lors que pour tout %, ; est un lacet du i-éme facteur du
bouquet qui engendre le groupe fondamental de ce facteur.

Remarque 5.16. A partir de 'exemple précédent, on peut obtenir le groupe
fondamental d’un bouquet d’un ensemble quelconque de cercles. Le groupe
fondamental d’'un bouquet d’un ensemble A de cercles est un groupe libre de
base A.
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C. Recollement d’une cellule

Proposition 5.17. Soit X un espace connexe par arcs, f : S" 1 — X
continue, et Y = X Uy D",
1. Sin > 3, Uinjection X — Y induit un isomorphisme des groupes
fondamentauz.
2. 5tn = 2, notons xg € Y limage du point base de ag € S1 par
f. L’injection X — Y induit une surjection 7 (X, z9) — w1 (Y, x0),
dont le noyau est le sous-groupe normal engendré par fﬁm(Sl, ap).-

Ainsi, on peut calculer que 71 (RP™) = Z/2Z si n > 2, et que CP" est un
espace simplement connexe.

D. Groupe fondamental des surfaces

Définition 5.18. Soit g € N*. On note S, le quotient du disque D? (le
disque unité de C) obtenu en identifiant les points du bord comme indiqué
sur le dessin.

De maniére formelle, pour tout entier £ compris entre 0 et g — 1, pour tout
¢ € {0,1} et pour tout ¢ € [0, 1], on identifie les nombres

exp([dk + £+ t]i2w/4g) et  exp([4k + £+ 3 — t]i27/4g) .

Exercice 5.19. Vérifier que l’espace topologique Sy n'est autre que le tore &
g trous. C’est a dire la surface topologique compacte qu’on peut représenter
de la maniére suivante :
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Proposition 5.20. Soit ¢ : D? — Sy Uapplication quotient, et notons Cy le
sous-espace de Sy obtenu comme image du bord du disque par q.
e Il existe un homéomorphisme ¢ : Cy — (S1)V9.
e L’espace topologique S, est homéomorphe a [’espace topologique
(S1)V29. Uy D2, ou f est la composée

S' 2y D (51

Corollaire 5.21. Le groupe fondamental de S, est un groupe a 2g généra-
teurs {a1,...,aq,b1...,bg} quotienté par la relation :

—1;-1 —1p—1 _
arbray "b] ...agbgag bg =1

23



6. Théorie des revétements A. Touzé — 2014-2015

6 Théorie des revétements

Dans cette section, nous étudions les propriétés des revétements, qui ont
été introduits a la section 4.3.

6.1 Le théoréme de relévement des applications

Theoréme 6.1 (Relévement des applications). Soit p : E — B un revéte-
ment, soit X un espace connexe par arcs et localement connezxe par arcs. Soit
ro€X,e0 € Eet f: X =Y tel que f(x0) = p(eg) = bo.

Il existe un relévement f : X — E de f tel que f(x9) = eg si et seulement
st on a Uinclusion suivante de sous-groupes de m1(B,bg)

Jem (X, z0) C ppmi(E, eg)

Remarque 6.2. Si le relévement existe, il est unique en vertu de la propo-
sition 4.18.

Donnons une application du théoréme 6.1. Soit & un ouvert de C\ {0}.
Une détermination du logarithme sur U est une application continue log :
U — C telle que le diagramme commute :

C
log iexp
U——C\ {0}

Comme la fonction exponentielle est localement développable en série entiére,
une détermination du logarithme est automatiquement localement dévelop-
pable en série entiére (holomorphe). On a :

Proposition 6.3. Il existe une détermination du logarithme sur U si et
seulement s’il existe x € U tel que () : m(U,x) — m(C\ {0},z) est
constante. Deux déterminations du logarithme sont égqales & une constante
additive 2kim preés.

Question 6.4. Donnez un ouvert non simplement connexe de C\ {0} sur
lequel il existe une détermination continue du logarithme.
6.2 Monodromie d’un revétement

Soit p : E — B un revétement, et soit b € B. Siy € Cpp(X) est un lacet
basé en b et x € Fy, = p~1(b), on note 7, I'unique relévement de + tel que
Y2(0) = .
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Thm.-Déf. 6.5. Soit p : E — B un revétement, et b € B. L’application
suivante est bien définie, et ¢’est une action a droite de 71 (X, b) sur ’ensemble
Fy. On Vappelle la monodromie du revétement sur la fibre Fp.

M: Fb><7T1<X,b> — Fb
(z,0]) = %)

Les propriétés essentielles de la monodromie d’un revétement sont résu-
mées dans ’énoncé suivant.

Theoréme 6.6. Soit p: E — B un revétement, et soit b € B.

1. St x € Fy, le stabilisateur de x pour la monodromie est donné par
Stab(z) = pymi(E,x) C m1(B,b) .

2. Si E est connexe par arcs :
(a) Daction de monodromie est transitive. (En particulier, F, =~
pym (B, 2)\m1(B,b) comme m1(B,b)-ensemble)
(b) Les groupes Stab(x), = € F}, forment une classe de conjugaison

dans m (B, ).

Corollaire 6.7. Soit E — B un revétement, avec E& connexe par arcs. Si B
est simplement connexe, alors p est un homéomorphisme

Si V est une variété différentiable (ou méme simplement topologique), on
peut définir son revétement d’orientation p: V' — V. C’est un revétement a
deux feuillets, et V' est non-orientable si et seulement si V est connexe par
arcs. Le corollaire précédent interdit a V d’étre connexe par arcs si V est
simplement connexe. On obtient donc que toute variété simplement connexe
est orientable.

6.3 Classification des morphismes de revétements

Définition 6.8. Soient p : E — B et p' : E/ — B’ des revétements. Un
morphisme de revétements de p vers p’ est une application continue q : £ —
E’ telle que le diagramme suivant commute

On note Hom(p, p’) 'ensemble des morphismes de revétements de p vers p'.
Un morphisme ¢ est un isomorphisme de revétements s’il existe un mor-
phisme ¢’ de p’ vers p tel que go ¢’ = Idg et ¢’ o g = Idg. Un isomorphisme
de p vers p est appelé un automorphisme de p. Les automorphismes d’un
revétement p forment un groupe pour la composition, qu’on note Aut(p).
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On remarque qu’un morphisme de revétements de p vers p’ est la méme
chose qu’un relévement de p. La proposition 4.18 d’unicité des relévements
nous assure donc du fait suivant.

Lemme 6.9. Soient p: E — B et p' : E' — B’ des revétements. Si E est
connexe, alors deur morphismes de revétements qui coincident en un point
sont égaux.

Soient p : E — B et p' : B/ — B’ des revétements. Un mophisme de
revétements h de p vers p’ induit pour tout b € B une application

hp: ptb) — pTHD)
x —  h(x)

On rappelle que le groupe (B, b) agit par monodromie sur les ensembles
P (b) et p (D).

Lemme 6.10. L’application hy est w1 (B,b)-équivariante, c’est a dire que
pour tout x € p~(b) et tout [y] € m1(B,b) on a :

hp(z[v]) = ho(2)[7] -

Pour démontrer I'existence de certains morphismes de revétements, nous
allons utiliser le théoréme de relévement des applications. Ce théoréme de-
mande des hypothéses de connexité par arcs, et connexité par arcs locale.
Nous allons donc restreindre notre étude & des revétements satisfaisant ces
hypothéses.

Notation 6.11. On dira qu’un revétement est Connexe par Arcs Localement
Connexe par Arcs (CALCA) si sa base et son espace total sont des espaces
topologiques connexes par arcs et localement connexes par arcs.

Theoréme 6.12 (Classification). Soient p : E — B et p' : B/ — B’ des
revétements CALCA. On a une bijection, ot le membre de droite désigne
les morphismes w1 (B, b)-équivariants entre les ensembles p~L(b) et p'~ ' (b)
munis de 'action de monodromie :

Hom(p,p) = Homg, () (p7(0),' ™ (1))
h — hb

Corollaire 6.13. Soient p : E — B et p' : E' — B’ des revétements
CALCA, soitbe B, z € p~1(b) et «/ € p/ ' (b) . Il existe un isomorphisme
[ de p vers p' tel que f(x) =’ si et seulement si pymi(E, x) et pém(E’,x’)
sont égauxr comme sous-groupes de 71 (B,b).
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6.4 Revétements galoisiens

Thm.-Déf. 6.14. Soit p: E — B un revétement CALCA. On dit que p est
galoisien s’il vérifie I'une des conditions équivalentes suivantes.

1. Il existe e € E tel que pymi(E,e) est un sous-groupe normal de
m(B,p(e)).

2. Pour tout e € I, pym1(E, €) est un sous-groupe normal de 71 (B, p(e)).

3. Le groupe Aut(p) agit transitivement sur chaque fibre de p.

Le prototype d’un revétement galoisien est fourni par une action de
groupe sur un espace topologique.

Définition 6.15. Soit G un groupe agissant sur un espace E.

1. Le groupe G agit par homéomorphismes® si pour tout g € G, 'appli-
cation z — gz est un homéomorphisme de FE.

2. Le groupe G agit de fagon totalement discontinue si pour tout x € F
il existe un voisinage ouvert U de x tel que l'égalité U N gd # 0
implique g = 1.

Proposition 6.16. Soit E un espace CALCA, et G un groupe agissant de fa-
con totalement discontinue par homéomorphismes sur E. Alors l’application
quotient q : E — E/G est un revétement galoisien, de groupe d’automor-
phismes Aut(q) ~ G.

L’exercice suivant explique une relation entre actions totalement discon-
tinues et actions libres.

Exercice 6.17. Soit G un groupe agissant par homéomorphismes sur un
espace E. Montrez les faits suivants.

1. 5t G agit de fagon totalement discontinue, alors l'action est libre,
c’est a dire que pour tout © € E, le stabilisateur de x est trivial.

2. Réciproquement, si G est fini, si E est un espace séparé et localement
compact, et si G agit librement sur E alors G agit de facon totalement
discontinue.

La premiére partie du théoréme de structure de revétements galoisiens
nous dit que tous les revétements galoisiens sont en fait construits par des
actions de groupes comme dans la proposition 6.16. La seconde partie est
souvent utilisée dans la pratique pour calculer des groupes fondamentaux
(en particulier lorsque F est simplement connexe).

Theoréme 6.18 (Structure des revétements galoisiens).

5. De facon équivalente, G agit par homéomorphismes si, en le considérant comme un
espace discret, action G X E — E est une application continue.
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1. Sip: E — B est un revétement galoisien, alors Aut(p) agit de fagon
totalement discontinue sur E, et lapplication p : E/Aut(p) — B
obtenue par quotient est un homéomorphisme.

2. De plus, pour tout b € B, et pour tout x € p~1(b), on a un isomor-
phisme de groupes :

m (B, b)/pymi(E, x) ~ Aut(p) .

Exemple 6.19. Soit n > 1. L’espace projectif RP" est le quotient de ’action
par antipodie de Z/2Z sur S™. Cette action est totalement discontinue, le
revétement est donc galoisien, de groupe d’automorphismes Z/27Z. Si n >
2, S™ est simplement connexe, le théoreme de structure des revétements
galoisiens montre que le groupe fondamental de RP" est Z/27Z.

Exercice 6.20. Construisez une variété de dimension 3 dont le groupe fon-
damental est égal o Z/nZ.

6.5 Classification des revétements

Définition 6.21. Un revétement universel est un revétement CALCA dont
I’espace total est simplement connexe.

Exemple 6.22. 1. Le revétement R® —» R"/Z" ~ (S1)*™ est un reve-
tement universel du tore de dimension n.

2. Le revétement S™ — S™/ (Z/2Z) ~ RP™ est un revétement universel
du tore si n > 2.

Le nom de revétement universel est justifié par la propriété suivante, qui
découle directement du théoréme de relévement des applications.

Proposition 6.23. Soit p, : B — B un revétement universel, et p: E — B
un revétement quelconque. Choisissons un point b € B et deuz points T €
Py L(b) et x € p~L(b). Alors il existe un unique morphisme de revétements h
de py vers p, tel que h(T) = x.

Comme conséquence formelle de la proposition précédente, le revétement
universel d’'un espace B est unique & isomorphisme prés. L’existence d’un
revétement universel n’est par contre pas gratuite, et n’est d’ailleurs pas
vraie sans hypothése topologique supplémentaire sur B.

Définition 6.24. Un espace B est semi-localement simplement conneze si
tout point b € B admet un voisinage U telle que 'implication induite par
I'inclusion m (U, b) — m1(B,b) est triviale.

Par exemple, les espaces localement contractiles (ex. les variétés topo-
logiques, les espaces obtenus par constructions cellulaires successives) sont
semi-localement simplement connexes.
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Theoréme 6.25. Soit B un espace CALCA. B admet un revétement uni-
versel si et seulement si B est semi-localement simplement conneze.

Theoréme 6.26 (Classification). Soit B un espace CALCA, admettant un
revétement universel, et soit b € B. On a une bijection :

revétements CALCA
au dessus de B

52 Bl -~ [pym1(E, 2)]
(ot x point qeq de p~ (b))

Classes d’isom. de L
~ { Classes de conjugaison }

dans m (B, b)

Pour conclure, nous donnons une application de la classification des re-
vétements en algébre. La classification permet de démontrer le théoréme
de Nielsen-Schreier : tout sous-groupe d’un groupe libre est libre. Nous
indiquons le schéma de la démonstration. La démonstration repose sur les
faits préliminaires suivants.

1. Le groupe fondamental d’un bouquet quelconque de cercles est un
groupe libre, le cardinal d’une base est égal au cardinal du bouquet.
(On le sait pour un nombre fini de cercles d’aprés Van Kampen. Pour
déduire le cas quelconque du cas fini, on utilise que tout compact d’un
bouquet quelconque est contenu dans un sous-bouquet fini.)

2. Le groupe fondamental d’un graphe topologique quelconque est un
groupe libre. (Si T' est un graphe, on peut trouver un arbre A C T’
contenant tous les sommets. Un arbre est contractile et de plus I'in-
clusion est une cofibration, donc I' est homotopiquement équivalent
a I'/A qui est un bouquet de cercles)

3. Sip: E — B est un revétement dont la base B est un graphe, alors
FE est également un graphe.

Soit donc G un groupe libre dont une base est de cardinal A et soit H un
sous-groupe de G. On forme le bouquet B d’un ensemble de A cercles, c¢’est
un espace de groupe fondamental GG. Par la classification des revétements il
existe un revétement p : E — B tel que m(E, ) ~ pymi(E,z) = H. Mais E
est alors un graphe, donc son groupe fondamental est libre, CQFD.
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7 Introduction aux groupes d’homotopie supé-
rieurs

7.1 Paires d’espaces et homotopies

Il est parfois utile d’étudier les paires d’espaces c’est & dire les couples
(X,A) on X est un espace topologique et A est un sous-espace de X. Une
application de paires d’espaces [ : (X, A) — (Y, B) est une application conti-
nue f: X — Y telle que f(A) C B. Les applications de paires d’espaces se
composent naturellement :siona f : (X,4) — (Y,B)etg: (Y,B) = (Z,C),
alors la composée go f définit une application de paires de (X, A) vers (Z, C).

Définition 7.1. Deux applications de paires d’espaces f, g : (X, A) — (Y, B)
sont homotopes s’il existe une application H : (X x I, A x I) — (Y, B) telle
que H(z,0) = f(x) et H(x,1) = g(x). On notera f ~paires g, Ou simplement
f ~ g sl n’y a pas d’ambiguité.

De maniére équivalente, une homotopie entre les applications de paires
frg: (X, A) — (Y, B) est une homotopie entre les applications f,g: X =Y

dont la restriction & A x I est une homotopie entre f"f et g#f.

Exemple 7.2.

1. Une homotopie entre les applications de paires f,g: (X,0) — (Y,0)
est la méme chose qu’une homotopie entre les applications continues
fLg: X =Y.

2. Soit S! le cercle unité de C. L’application de paires u : (C*,S!) —
(C*, S1) donnée par u(z) = x/|z| est homotope & I’application identité
Id: (C*, SY) — (C*, SY).

3. Bien que la réflexion orthogonale d’axe R, r : C — C est homotope a
I'application identité de C, les applications de paires r,Id : (C, S*) —
(C, S') ne sont pas homotopes.

On note C(X, A;Y, B) I'ensemble des applications de paires de (X, A)

vers (Y, B). Le lemme suivant se démontre exactement comme le lemme 2.2
du cours n°1.

Lemme 7.3. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur
C(X,A;Y, B), compatible a la composition.

On note [(X, A), (Y, B)] le quotient de C(X, A;Y, B) par la relation d’ho-
motopie.
Définition 7.4. Une équivalence d’homotopie de paires est une application
f:(X,A) — (Y, B) telle qu’il existe g : (Y, B) — (X, A) et des homotopies
d’applications de paires go f ~ Id(x ) et fog~Idy,p).
Exemple 7.5. Sir: X x I — X est une rétraction par déformation de X

sur A, alors I'application z — r(z, 1) définit une équivalence d’homotopie de
paires (X, A4) = (4, A).
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Le cas des espaces pointés

On rappelle qu’un espace pointé est une paire (X, z) ou X est un espace
et x € X. Si (X,z) et (Y,y) sont des espaces pointés, alors pour plus de
simplicité les paires (X, {z}) et (Y,{y}) seront souvent abusivement notées
(X,z) et (Y,y).

Une application de paires f : (X, z) — (Y, y) est appelée une application
pointée. Une homotopie de paires entre f, g : (X,z) — (Y, y) est appelée une
homotopie pointée. Une équivalence d’homotopie de paires entre (X, x) et
(Y, y) s’appelle une équivalence d’homotopie pointée.

7.2 Groupes d’homotopie supérieurs

On note I™ le cube de dimension n, et 1™ son bord. Si n = 0 on a juste
10 = {x} et OI° = 0.

Définition 7.6. Soit (X, z) un espace topologique pointé. Pour tout n > 0,
on note 7, (X, z) 'ensemble :

(X, x) = [(I",0I"), (X, z)] .

Sin > 1, on définit une opération + sur m, (X, z) par [f]+ [g] = [f + g] ou :

(f+9)(t1, ... .tn) = {f(2t1,t2,..,,tn) si0<t <1/2

f(2t1 *1,t2,...,tn) s1 1/2§t1 < 1

Cette opération fait de m,(X,z) un groupe, avec pour élément neutre la
classe de application constante €.

Remarque 7.7. Dans les cas n = 0 et n = 1, la définition 7.6 coincide avec
les définitions données antérieurement dans ce cours.

Le lemme suivant donne une autre description des ensembles 7, (X, z).
Lemme 7.8. Pour tout n > 0, il existe une bijection :
7Tn(X, 1‘) = [(Sna *)7 (Xa .’L’)] .

Le théoréme suivant étend aux groupes d’homotopie supérieurs les pro-
priétés connues pour le groupe fondamental.

Theoréme 7.9. Soit n un entier strictement positif.

1. On a un isomorphisme

(X XY, (2,y)) =~ m (X, 2) x (Y, y)
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2. Toute application f: X —Y définit une application m,(f) (ou f3) :

m(f): m(X,x) — m(Y,y)
[rf] = [for] ~

On a m,(ldx) = Ide,(X,x); Tn(f 0 g) = mn(f) o mn(9)-
3. Soit v un chemin de X d’origine xg et d’extrémité x1. Alors v induit
un tsomorphisme :

D, (X, 0) = T (X, 1) -

De plus, on a ®., =1d, ®,, = ®, 0 D, et si deux chemins v et 7
sont homotopes a extrémités fizés on a ®, = ..

4. 8t f,g: X =Y sont homotopes via une homotopie H, et si y(t) =
H(z,t) alors on a un diagramme commutatif :

™ (f)

(X, ) (Y, f(z)) -
7"'n(YVa g($))

5. 5t f: X =Y est une équivalence d’homotopie alors pour tout x € X,
Tn(f) : (X, 2) = mp (Y, f(x)) est un isomorphisme.

La propriété suivante donne une premiére différence entre le groupe fon-
damental et les groupes d’homotopie supérieurs.

Proposition 7.10. Soit (X, ) un espace pointé. Pour tout n > 2 les groupes
(X, z) sont abéliens.

7.3 Calcul des groupes d’homotopie supérieurs

La proposition 7.10 semble annoncer que les groupes d’homotopie 7,
pour n > 2 sont plus faciles & manier que le groupe fondamental. Mais ce
n’est pas exact. On dispose en effet de peu de moyens pour calculer ces
groupes, en particulier on n’a pas de véritable équivalent du théoréeme de
van Kampen. On dispose donc de calculs explicites limités. Hormis le cas de
I’espace

S' = RP! = SO (R) = Uy (C) ~ GL1(CT)

dont les groupes d’homotopie m, pour n > 2 sont tous nuls, on ne sait pas
calculer complétement les groupes d’homotopie 7, pour n grand par rapport
a k, des espaces classiques suivants :

— les spheres S¥,

— espaces projectifs CP* ou RP*,

— groupes de matrices SOg(R), Uk(C) ou GLi(C).
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On dispose par contre de résultats qualitatifs (souvent difficiles & obtenir)
sur la taille de ces groupes d’homotopie, la torsion de leurs éléments, leur non-
nullité etc. Nous mentionnons quelques-uns® de ces résultats a titre indicatif
(ces théorémes sont bien sir hors programme pour 'examen!).

1. On am(S™) = 0 pour i < n (ce résultat est démontré dans les feuilles
d’exercices du cours) et m,(S") = Z.

2. En 1951 et 1953, Serre publia plusieurs articles” démontrant des ré-
sultats essentiels sur ’homotopie des spheéres (Ces résultats furent
récompensés par une médaille Field en 1954). Parmi ces résultats :

e Les groupes d’homotopie des sphéres sont tous finis, & ’exception
de Wn(Sn) et 7T4n_1<52n).

e Si p est un nombre premier, les groupes m;(S™) n’ont pas de p-
torsion si ¢ —n < 2p — 3.

e Pour chaque n > 2, il y a une infinité de groupes d’homotopie
m;(S™) non nuls.

3. Un théoréeme de James (1957) affirme que les éléments la partie 2-
primaire de m;(S%**1) sont tous d’ordre inférieur ou égal a 4*.

4. Un théoréeme de Cohen Moore et Neisendorfer (1979) affirme que si
p est un nombre premier impair, alors les éléments de la partie p-
primaire des groupes d’homotopie m;(S?**1) sont tous d’ordre infé-
rieur ou égal a p*.

6. Une liste plus compléte de résultats est disponible dans le chapitre 0 du livre de
Joseph Neisendorfer, Algebraic Methods in Unstable Homotopy Theory, Cambridge Uni-
versity Press 2010

7. J.-P. Serre : Homologie singuliere des espaces fibrés, Ann. of Math. (1951); Coho-
mologie modulo 2 des complezes d’Eilenberg-MacLane, Comment. Math. Helv. (1953) et
Groupes d’homotopie et classes de groupes abéliens Ann. of Math. (1953).
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Troisiéme partie

Homologie

8 Catégories

Dans cette courte section nous introduisons deux définitions simples :
catégories et foncteurs (= morphismes de catégories). Ces notions générales
nous fournissent un langage commode et concis pour exprimer certaines des
propriétés des invariants algébriques.

Définition 8.1. Une catégorie C est constituée de :
(i) une classe Ob(C), les objets de C,
(ii) pour chaque X,Y € Ob(C) un ensemble de morphismes Home(X,Y),

(iii) une loi de composition des morphismes, c¢’est a dire pour chaque tri-
plet d’objets (X, Y, Z), une application

Home (Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)
(9, f) = gof

Ces données satisfont les deux axiomes suivants.
(1) La composition est associative : ho(go f) = (hog)o f.

(2) Pour chaque objet X, il existe un morphisme Idx € Home¢ (X, X) tel
que pour tout f € Home(X,Y), foldy = f.

On montre facilement que le morphisme Id x est uniquement déterminé,
on 'appelle le morphisme identité de X. Un morphisme f : X — Y est un
isomorphisme §'il existe un morphisme g : ¥ — X tel que fog = Idy et
go f=1Idx.

Exemple 8.2.

1. La catégorie Ens dont les objets sont les ensembles, les morphismes
sont les applications, et la loi de composition est la loi de composition
usuelle des applications.

2. De méme, on a la catégorie Gps des groupes, la catégorie Ab des
groupes abéliens, la catégorie R-Mod des modules & gauche sur un
anneau R, la catégorie Top des espaces topologiques. . .

3. La catégorie Top. des espaces topologiques pointés, dont les objets
sont les couples (X,x), ou X est un espace topologique et x € X,
les morphismes f : (X,z) — (Y,y) sont les applications continues
f:X =Y telles que f(x) =y, et la loi de composition est donnée
par la composition usuelle des des applications continues.
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4. Plus généralement, la catégorie Topo des paires d’espaces, dont les
objets sont les couples (X, A), ou X est un espace topologique et
A C X, les morphismes de paires d’espaces f : (X, A) — (Y, B) sont
les applications continues f : X — Y telles que f(A) C B, et laloi de
composition est donnée par la composition usuelle des applications
continues.

Définition 8.3. Soient C et D deux catégories. Un foncteur F' : C — D est
la donnée :

(i) pour chaque objet X € Ob(C), d’un objet F(X) de D,

(ii) pour chaque f € Home(X,Y'), d’'un morphisme F(f) : F(X) —
FY),

telles que les conditions suivantes sont satisfaites.
(1) F préserve la loi de composition F(fog) = F(f)o F(g).
(2) F préserve les morphismes identités F'(Idx) = Idp(x).

On prouve facilement quun foncteur F' : C — D transforme un isomor-

phisme de C en un isomorphisme de D. On peut composer des foncteurs de
la fagon évidente : (G o F)(X) := G(F (X)), (Go F)(f) := G(F(f)).

Exemple 8.4. 1. Le foncteur d’oubli : Top — Ens, qui envoie un es-
pace topologique, resp. une application continue, sur ’ensemble (resp.
Papplication) sous-jacente.

2. De méme on a des foncteurs d’oubli : R-Mod — Ab, Ab — Gps,
Gps — Ens,. ..

3. On a aussi un foncteur Ens — Top qui envoie un ensemble X sur
I’espace topologique obtenu en munissant X de la topologie discréte.

4. L’abélianisation d’un groupe définit un foncteur Gps — Ab.

5. Les invariants 7y et m1 et m,, n > 2 définissent des foncteurs :

o : Top — Ens,
1 Tops — Gps,
mn: Tope — Ab.
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9 Complexes et homologie

9.1 Définitions

Dans ce paragraphe, R désigne un anneau quelconque. Les R-modules
sont implicitement des R-modules & gauche.

Définition 9.1. Un complexe C, de R-modules est un diagramme de R-
modules de la forme suivante :

d'+2 d'+1 d; d'—l d d d
——Z——>CZ+1—Z——)CIL—7—>CZ,1——Z——>—2)01 —1)00—0> s

ou les applications R-linéaires d; vérifient d; o d;11 = 0 pour tout ¢. Les
morphismes d; sont les différentielles du complexe, et C; est le R-module
des éléments de degré i du complexe.

Définition 9.2. Soient C et D, deux complexes de R-modules, de différen-
tielles respectives d© et d”. Un morphisme de complexes f, : C, — D, est
la donnée d’une famille d’applications R-linéaires f; : C; — D;, i € Z, telles
que f; o dl-CJrl = dﬂl o fi;+1 pour tout .
Définition 9.3. On note Ch(R) (resp. Ch>o(R)) la catégorie avec :

e Objets : les complexes de R-modules (resp. tels que C; = 0 pour

i <0),
e Morphismes : les morphismes de R-modules,
e Composition : fog:=(f; o gi)icz-

Définition 9.4. Soit C' un complexe de R-modules. Pour tout ¢ € Z on
introduit les R-modules suivants :

e Le R-module Z; des cycles de degré ¢ : Z; := Kerd; C C;.
o Le R-module B; des bords de degré ¢ : B; :=Imd; 11 C Z;.
e Le R-module d’homologie H;(C) de degré i : H;(C) = Z;/B;.

Lemme 9.5. Un morphisme de complexes f, : Cy — D, détermine pour
tout entier i une application

2l = [fi2)]

Le i-éme groupe d’homologie définit un foncteur :

H; : Ch(R) — R-Mod..
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9.2 L’exemple historique des chaines simpliciales
A. Rappels sur les simplexes affines de R".

Un ensemble de d + 1 points {zo,...,zq} de R™ est affinement indépen-
dant si le sous-espace affine engendré par ces points est de dimension d.

On appelle d-simpleze de R™ une partie S C R™ qu’on peut exprimer
comine enveloppe convexe de d+1 points affinement indépendants xo, . . ., 4.
On note S =< xg,...,xq >. Les points x; sont appelés les sommets du
simplexe. On peut les caractériser S comme les points extrémaux de S, c’est
a dire les points x € S tels que si [a, b] est un segment de S contenant z alors
x =a oux =b. Les faces de S sont les (d — 1)-simplexes (pour 0 <i <d) :

815 =< o, -5 Ti—1, Titly - - -5 Td >=nota. < L0y -+« Liy - v vy Td > -

Plus généralement, les facettes de S sont les convexes < x;y, ..., x; > pour
k < d. Les facettes de S comprennent donc S lui méme, ses faces, les faces
de ses faces, etc.

B. Polyédres et triangulations

Définition 9.6. On appelle complexe simplicial géométrique (de dimension

finie) un ensemble K de simplexes de R™, satisfaisant les conditions suivantes.
(i) Si S € K, alors les faces de S sont des éléments de K,

(ii) Si S,T € K alors SN T est soit vide, soit une facette commune a T’

et S.

(iii) Toute boule ouverte de R™ rencontre un nombre fini de simplexes de
K.

Si K est un complexe simplicial géométrique, on note | K| le polyédre associé :

[K] = User S -

Une triangulation d'un espace X est la donnée d’un complexe simplicial K
et d’'un homéomorphisme h : |[K| = X.

Remarque 9.7. Si X est un espace triangulable, alors X est séparé et
dénombrable a I'infini (réunion croissante d’une suite de compacts). De plus
en utilisant (iii), on montre facilement que X est compact si et seulement si
K est un complexe simplicial fini.

Exemple 9.8. La donnée d'un homéomorphisme entre S' et un polygone
régulier de R? définit une triangulation de S*.
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C. Complexe simplicial et homologie simpliciale

Soit X un espace muni d’une triangulation & : |K| = X. A partir de la
triangulation de X, on peut définir un complexe de R-modules C’iimpl(K ,R)
de la maniére suivante.

1. On met un ordre total sur les O-simplexes de K : on décide que z < y si
les coordonnées du sommet x sont inférieures & celles de y pour ’ordre
lexicographique sur R™. Ainsi chaque simplexe de K peut s’ecrire
d’une maniére unique sous la forme < xg,...,xq >, avec rg < 1 <

2. On définit Ci™P(K, R) comme le R-module libre de base les n-
simplexes de K.

3. On définit d,, : C3™ (K, R) — CS™PY(K, R) par la formule :
dp < X0y .., Tp >:Z(—1)i <Xy ooy Tiyen s Ty >
=0

On vérifie que cette définition donne bien un complexe, c’est a dire que
dyodyy1 = 0. L’homologie du complexe CS™PY(K, R) est appelée [homologie
simpliciale de X (relative a la triangulation (K, h)).

Exemple 9.9. Soit (K, h) est une triangulation de S*, alors :

R sii=0ousii=1,

0  sinon.

HI™P (K R) ~ {

Plus généralement, si (K, h) est une triangulation d’un bouquet de n cercles,
alors

R sii=0,
H™ K, R)~{ R* sii=1,
0 sinon.

En réfléchissant a l'exemple 9.9 (et a d’autres exemples traités en TD),
on comprend que ’homologie simpliciale capture une partie de 'information
« géométrique » de l’espace topologique X. Mais 'homologie simpliciale
nécessite l'existence d’'une triangulation de X. Beaucoup d’espaces de type
variété admettent des triangulations, mais pas tous, et le théme des triangu-
lations a une histoire assez riche.
1. Les variétés différentiables sont triangulables. Il existe plusieurs dé-
monstrations de ce fait, par exemple une die & Whitehead (1940) et
une die & Whitney (1957).

2. Pour les variétés topologiques, la situation est plus complexe. Les va-
riétés topologiques (séparées et dénombrables a I'infini) de dimension
2 et 3 sont triangulables, par des théorémes de Rado (1925, cas de
la dimension 2) et Moise (1952, cas de la dimension 3) 8. On sait de-

8. On pourra trouver des démonstrations dans le livre de Moise, Geometric Topology.
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puis les travaux de Freedman (1982, medaille Fields 86) qu’il existe
des variétés topologiques de dimension 4 qui sont non triangulables.
Une démonstration du fait que pour tout n > 5, il existe des variétés
topologiques non triangulables a été annoncée en 2013 par Manolescu.

9.3 L’exemple fondamental des chaines singuliéres

Définition 9.10. Notons (e, ..., e,) la base canonique de R*+1.
o Le simplexe standard est Iespace topologique A" :=< e, ..., e, >.

e Pour 0 < i < n, il existe une unique application affine d* : A=t — A"

telle que
R
epr1 sik>1+4+1

Cette application d* induit un isomorphisme affine de A"~! sur 9;A™.

La définition du complexe des chaines singuliéres suit la méme idée que
celle du complexe des chaines simpliciales, mais en ne demandant pas de tri-
angulation. Les simplexes de la triangulation sont remplacés par des « sim-
plexes singuliers » , c’est-a-dire des applications continues A,, — X.

Définition 9.11. Soit X un espace, et R un anneau. Le complexe Cy(X, R)
des chaines singuliéres de X est le complexe de R-modules défini de la facon
suivante.
(0) Pour n <0, Cp(X,R)=0.
(1) Pour n >0, Cy,(X, R) est le R-module libre engendré par I’ensemble
des applications continues o : A,, — X. Ces applications o s’appellent
les simplexes singuliers de 'espace X.
(2) Pour n > 1, la différentielle d,, : Cp,(X, R) — C,,—1(X, R) est définie
en envoyant o : A™ — X sur la somme :

n

dn(0) =) (1) (cod’).

=0

On vérifie que cette définition donne bien un complexe, c’est a dire que
dp o dp+1 = 0. On peut expliciter le complexe des chaines singuliéres sur
certains exemples particuliers.

Exemple 9.12. 1. Le complexe Cy (0, R) est nul en chaque degré, avec
différentielle nulle.

2. Le complexe Cy({*}, R) est un R-module libre de rang un en chaque
degré, engendré par 'unique application A™ — {pt}. La différentielle
d,, vaut I'identité si n est pair et 0 si n est impair.

39



9.3 L’exemple fondamental des chaines singuliéres A. Touzé — 2014-2015

3. En général C.(X,R) = @, C(Xa, R)?, oit les X, désignent les com-
posantes connexes par arcs de X.

Il faut penser au complexe Cy (X, R) comme & un modeéle algébrique de
I’espace topologique X . Le lemme suivant montre que le passage d’un espace
topologique X a son modele algébrique C\ (X, R) se comporte bien.

Lemme 9.13. Une application continue f : X — Y détermine un mor-
phisme de complexes de chaines f = (f;) : Cx(X, R) — Ci(Y, R) avec

fi: Ci(X,R) —  Ci(Y,R)
D Akok = D Me(fooy)

Le complexe des chaines singuliéres induit un foncteur :
TOp — Chzo(R) .

Définition 9.14. L’homologie singuliére (a coefficients dans R) d’un espace
topologique X est I’homologie du complexe Cy(X, R) :

Exemple 9.15. 1. H;(0; R) = 0 pour tout 7 > 0.
2. Hi({*};R) ~ Rsii=0, et 0 sinon.
3. Hi(X;R) =D, Hi(Xqa; R) out les X,, sont les composantes connexes

par arcs de X. En particulier Ho(X) est un R-module libre de base
mo(X).

En général, pour un espace X quelconque, les R-modules C;(X, R) sont
de dimension infinie, et il est totalement illusoire de vouloir calculer H;(X; R)
directement & partir du complexe C, (X, R). Nous verrons des techniques de
calcul de H;(X; R) plus tard.

Lemme 9.16. Le i-éme module d’homologie singuliére d’un espace topolo-
gique définit un foncteur Top — R-Mod.

Remarque 9.17. On montrera dans la suite du cours que ’homologie sim-
pliciale d’un espace est isomorphe & son homologie singuliére. Cet énoncé a de
nombreuses conséquences pratiques, parmi lesquelles le fait que I’homologie
simpliciale ne dépend pas de la triangulation, ou le fait on peut utiliser une
donnée combinatoire (une triangulation) pour calculer 'homologie singuliére.

9. La somme directe de complexes C, est le complexe @, Co qui vaut @ _(Ca)n en
degré n, dont la différentielle d,, est déterminée par dy,(zo) = dS* (za) si To € Ca.
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10 Manipuler les complexes

10.1 Homotopies

Définition 10.1. Deux morphismes de complexes fi, g« : Ci — D, sont
homotopes §’il existe une famille (h;);cz d’applications R-linéaires h; : C; —
D;1 telles que pour tout ¢

fi—gi=dl ohi+hi_1odf .

Lemme 10.2. 1. La relation d’homotopie définit une relation d’équiva-
lence sur Homcyry(Cx, Dx).

2. La relation d’homotopie est compatible o la composition.
3. Si fi, 9+ : Cx — D, sont homotopes alors H;(f) = H;(g) pour tout i.

Le foncteur des chaines singuliéres préserve la notion d’homotopie. La
notion d’homotopie entre morphismes de complexes est donc une traduction
algébrique de la notion topologique d’homotopie.

Theoréme 10.3. Si f,g : X — Y sont des applications continues homo-
topes, alors fu,gx : Co(X,R) — Ci(Y,R) sont homotopes. En particulier
H;(f) = H;(g) pour tout i. En particulier, une équivalence d’homotopie in-
duit des isomorphismes en homologie singuliére.

10.2 Suites exactes courtes et suites exactes longues

Si fi: Cy — Dy est un morphisme de complexes de R-modules, on peut
trés bien avoir f, : C,, — D, injective (ou surjective) pour tout n sans que
H,(f): Hy,(C) — H,(D) soit injective (ou surjective). Pour un exemple de
ce phénoméne, on peut prendre la situation suivante :

C, 0 0—2-R 0
lf* = \LO lId (D)
D, 0 R1M.p 0

Ce ‘défaut’ est une caractéristique fondamentale de I’homologie des com-
plexes. Dans cette section, nous expliquons comment maitriser ce phéno-
meéne.

Définition 10.4. 1. Une suite de morphismes de R-modules :

ERELEENG VAN VLN VAL N

est exacte si Im f, 11 = Ker f,, pour tout q.
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2. Une suite exacte courte de R-modules est une suite exacte de la forme :
oML MS M 0.

3. Une suite ezacte courte de complezes de chaines de R-modules est un
diagramme de complexes de chaines

oo S er—o),

tel que pour tout n, le diagramme de R-modules suivant est une suite
exacte courte de R-modules.

0 I, et 0.

Theoréme 10.5. S50 — C!, ELN C. 25 C" = 0 est une suite ezacte courte
de complezes de R-modules, alors il existe une suite exacte (dite suite exacte
longue) de R-modules

i gy 2D gy 29 g ooy B g,y o) Y

Un sous-complexe Cy d’un complexe de R-modules D, est un complexe
tel que pour tout n, C), est un sous-module de D,, et la différentielle dg de
Cy est obtenu par restriction de la différentielle de D, en une application
Cpn — Ch—1. Le quotient de D, par C, est le complexe (D/C), défini de la
maniére suivante.

(1) Pour tout n, le R-module (D/C),, est le quotient de D,, par le sous-
module C,,.

(2) La différentielle d,, : (D/C),, — (D/C)n—1 envoie la classe [z] d’un
élément x € D,, sur la classe [d2(x)].

On a alors une suite exacte courte de complexes :
0—-Cy—D,— (D/C)y—0.

Le théoréme 10.5 nous donne alors une suite exacte longue en homologie,
qui nous permet de comparer I’homologie de D, avec I’homologie du sous-
complexe C, et du complexe quotient (D/C), :

<+ — Hy,11(D/C) — H,(C) — Hp(D) = Hy(D/C) = Hp—1(C) — - - -

Question 10.6. Appliquez le théoréme 10.5 pour expliquer ce qui se passe
dans Uezemple du diagramme (D) plus haut.

Question 10.7. Donnez une propriété universelle des complexes quotients.

Exercice 10.8. Soit C, un sous-compleze de D,.
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1. Montrez que Uinclusion v, : C. — D, induit des morphismes Hy/(t)
injectifs (resp. surjectifs) pour tout n si et seulement si application
quotient ¢ : Dy — (D/C)s induit des morphismes Hy(q) surjectifs
(resp. nuls) pour pour tout n.

2. Montrez que Uinclusion iy : Cy — Dy induit des isomorphismes Hp (1)
pour tout n si et seulement si H,(D/C) = 0 pour tout n.

Le raffinement suivant du théoréme 10.5 joue un role important dans
certains calculs.

Theoréme 10.9. Si on a un diagramme commutatif dans Ch(R), dont les
lrgnes sont des suites exactes courtes de complezes

0 o L. S 0,

lai la* la;’

0 D. "o p,E.pr 0

alors les suites exactes longues du théoréme 10.5 s’insérent dans un dia-
gramme commutatif :

2 ) w00 P w0 e o)
Hy (o)) \LHn(a) iHn(o/’) lHn1(a’)
Hy(h) Hy (k) Hp_1(h)

On n
gL (D) 2 (D) H,(D") 22 H,_y(C) ~=2
Le theoréme 10.9 est souvent utilisé conjointement avec le lemme suivant.

Lemme 10.10 (‘Lemme des cing’). Considérons un diagramme commutatif
de R-modules, dont les lignes sont des suites exactes :

My Mo My My Ms .
lfl if2 lf3 \Lﬂ; if5
M No N3 Ny N5

St f1, fo, fa et f5 sont des isomorphismes, alors f3 est un isomorphisme.

L’exercice suivant est un exemple typique d’application du théoréme 10.9
et du lemme des cing.

Exercice 10.11. Soit f. : Dy, — D. un morphisme de complezes de R-
modules, et soit C,, resp. C., un sous-complexe de D,, resp. D tel que
fn(Cr) C Cl pour tout n. Vérifiez que f. induit par passage au quotient un
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morphisme de complezes f, : (D/C). — (D'/C")., puis montrez que si deux
des trois applications suivantes

(1) Ho(f) : Ho(C) — Ho(C')
(i) Ho(f) : Hi(D) — H.(D')
(iii) Hy(f) : Ho(D/C) — H.(D'/C")

sont des isomorphismes en tout degré, alors la troisiéme l’est également.
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11 L’homologie singuliére et ses outils de calculs

Dans cette section, nous introduisons I’homologie singuliére des paires
d’espaces (X, A), qui mesure la topologie de l'espace X ‘modulo’ celle du
sous-espace A. L’homologie singuliére d’un ’espace X définie & la section
précédente correspond a I’homologie de la paire (X, 0). Les propriétés fon-
damentales de ’homologie (relative) sont numérotées (P0) a (P6) dans la
suite 19, L’utilisation de ces propriétés fondamentales permet de faire un
grand nombre de calculs explicites.

Comme récompense de ce travail algébrique, nous obtiendrons des dé-
monstrations faciles de résultats topologiques non triviaux (théoréme de
Brouwer, invariance du bord, de la dimension, du domaine, théoréme de

Jordan...).

11.1 Homologie singuliére des paires d’espaces
A. Définition

Soit R un anneau. Soit X un espace et A C X. Alors l'inclusion ¢ :
A — X induit un morphisme de complexes de chaines singuliéres, injectif
en chaque degré :
Ly : Cu(A,R) — C.(X,R) .

On peut donc voir Cy (A, R) comme un sous-complexe de Cy (X, R).

Définition 11.1. Le compleze singulier relatif C.(X, A, R) est le quotient
du complexe C, (X, R) par le sous-complexe Cy (A, R). L’homologie du com-
plexe C.(X, A, R) s’appelle I’homologie relative de la paire (X, A), et se note
H,(X,A,R).

On notera souvent plus simplement C, (X, A) et H,(X, A) s’il n'y a pas
d’ambiguité sur 'anneau des coefficients R.

Proposition 11.2 (Fonctorialité (P0)). Une application de paires f :
(X,A) — (Y, B) induit un morphisme de complexes de chaines singuliéres
relatives :

f«: Cu(X,A) — C(Y,B)
Do Aioi] = [DoAifoai]’
donc des morphismes en homologie relative Hy(f) : H,(X,A) — H,(Y, B).

En particulier, ’homologie singuliére relative définit des foncteurs

H, : Tops — R-Mod .

10. Nous ne le ferons pas, mais on peut montrer que ces propriétés caractérisent I’ho-
mologie singuliére.
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On a Cy(X) = C.(X,0), donc 'homologie singuliére relative généralise
I’homologie singuliere : Hy,(X) = H,(X,0). On rappelle les deux calculs
suivants.

Proposition 11.3 (Homologie du point (P1)).

stn =020,

mmm%f

stm >0,

Proposition 11.4 (Homologie et composantes connexes par arcs (P2)). Soit
X un espace topologique et X, ses composantes connexes par arcs, alors

H,(X) ~ @D Hn(Xa) .

B. Homotopies

On rappelle que deux applications de paires f,g: (X, A) — (Y, B) sont
homotopiquement équivalentes (via une homotopie de paires) s’il existe une

homotopie H : X x I — Y entre f et g, qui peut se retreindre en une
|B

homotopie H : A x I — B entre les restrictions f"f et 9ja-

Proposition 11.5 (Invariance homotopique (P3)). Deuz applications de
paires f,g : (X, A) — (Y, B) homotopes par une homotopie de paires in-
duisent la méme application en homologie relative.

Corollaire 11.6. Deuz espaces homotopiquement équivalents ont des homo-
logies singuliéres isomorphes.

C. Suites exactes longues

Proposition 11.7 (Suite exacte longue d’une paire (P4)). Pour toute paire
d’espaces (X, A), on a une suite exacte longue (ot les applications qui ne
sont pas des connectants sont induites par les inclusions de paires) :

2 B (A) s H(X) s H (X, A) 25 Hy o (A) =

— Ho(A) — Ho(X) — Ho(X,A) —» 0.

De plus, une application de paires d’espaces f : (X, A) — (Y, B) induit un
diagramme commutatif :

P H(A) — Ho(X) —= Hy (X, A) 25 Ho 1 (4) —
6n+1

L o (B) —= Ho(Y) —= H(Y, B) 2% H,_y(B) — ...
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D. Théorémes d’excision

Theoréme 11.8 (Excision (P5)). Soit (X, A) une paire d’espaces, et B C A

tel que B CA. Alors Uinclusion de paires (X \ B,A\ B) — (X, A) induit
pour tout n un isomorphisme :

H,(X\ B,A\ B) = H,(X,A).

Theoréme 11.9 (Mayer-Vietoris (P5’)). Soit X un espace, A, B C X tels

[¢] [¢]
que AU B= X. Alors on a une suite ezacte longue en homologie :

(Hn(bﬁmB)an(L}ij))

S Hpr (X)) 2 H,L(ANB)

LX —Iin LY
D IB), gy (XY 2% H, (AN B) = ...

Hy(A) © Hn(B)

De plus, si on a une décomposition A', B’ d’un espace X' et une application
f:X = X telle que f(A) C A" et f(B) C B, alors les suites de Mayer-
Vietoris s’inscrivent dans un diagramme commutatif :

- HL (AN B) — Hy(A) @ Hy(B) —> Ho(X) 2 H, (AN B) — ... .
Snt1 B

.—H,(ANB")—H,(A")® H,(B')—Hy(X') > H,_1(ANB)—...

E. Calcul de Hy et Homologie réduite

Proposition 11.10. Soit X un espace. Alors Ho(X) est un R-module libre
de base mo(X). De plus, si f : X — Y est une application continue, alors
Hy(f) est Uapplication R-linéaire égale a mo(f) sur la base.

L’homologie réduite est une variante mineure de I’homologie singuliére
qui est pratique a manipuler dans certains calculs. Si X est un espace, il
existe une unique application X — {pt}. L’homologie réduite H,(X) est
définie comme le noyau de application Hy,(X) — H,({pt}). On a donc :

Hp(X)=H,(X)sin >0,
Les axiomes d’invariance homotopique (P3), de suite exacte longue (P4) et de
Mayer Vietoris (P5’) ci-dessus restent valables si on remplace les homologies
des espaces par les homologie réduites (et on conserve ’homologie relative

des paires d’espaces telle quelle). Par exemple la suite exacte longue d’une
paire (X, A) peut aussi s’écrire :

n—l(A) — ...

LT (A) S Ha(X) S He(X, A) S H
— Ho(X) = Ho(X,A) = 0.
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11.2 Premiers calculs et applications

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques calculs essentiels d’homolo-
gie singuliére qui découlent directement des axiomes de calcul (P0)-(P5), et
nous donnons des applications en topologie.

A. Homologie des sphéres

Theoréme 11.11. Pour tout d > 0 et tout n on a :

Ho(5%) = {0 sd#n,
R sid=n.

Ce résultat montre que bien que les sphéres S™ sont simplement connexes
si n > 2, elle ne sont pas contractiles. Ce résultat permet également de
démontrer le Théoréme de Brouwer : si n > 1, toute application continue
f: D" — D™ admet un point fixe.

Exercice 11.12. Construisez un espace semi-localement simplement
connexe qui n'est pas localement contractile. (On pourra considérer la boucle
d’oreille Hawaienne de dimension 2, c’est & dire le fermé de R® obtenu
comme réunion des sphéres de centre (1/n,0,0) et de rayon 1/n pour n > 0.)

Le calcul de I'homologie des sphéres (a coefficients dans Z) est le point
de départ de la théorie du degré. Le groupe abélien H,,(S™,7Z) est cyclique
infini, et les morphismes de groupes cycliques infinis sont exactement les
homothéties = — Az de rapport A € Z. On introduit la définition suivante.

Définition 11.13. Soit f : S™ — S™ continue. On appelle degré de f
I'unique entier relatif deg(f) tel que H,(f) soit une homothétie de rapport

deg(f)-
Proposition 11.14 (Calculs de degrés).

1. Soit v une réflexion orthogonale de R™', et r|gn Sa restriction a la
sphere unité. Alors deg(rign) = —1.

2. Le degré de Uapplication antipode de S™ vaut (—1)"*1.

La théorie du degré posséde de nombreuses applications topologiques qui
seront traitées en exercice.

La conjecture de Poincaré

Nous profitons du calcul de 'homologie des sphéres pour donner un mini
apercu historico-scientifique sur la conjecture de Poincaré.
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1. Surfaces et homologie. On sait classifier complétement les surfaces
topologiques compactes (c’est a dire établir leur liste & homéomor-
phisme prés), et calculer leur homologie '!. On constate que si V' est
une surface topologique compacte telle que H, (V) = H,(S?), alors
V est homéomorphe & la sphére S2.

2. Sphére de Poincaré et sphéres d’homologie. La situation est
plus compliquée en dimension supérieure. Soit I le sous-groupe de
S0O3 formé des symétries de 'icosaédre. C’est un groupe fini simple
isomorphe au groupe alterné As. L’espace des orbites

»3 = S03/1

est aujourd’hui appelé « la sphére de Poincaré ». En effet, Poincaré a
montré que c’est une variété compacte de dimension 3, non simple-
ment connexe (donc non homéomorphe & S3), qui a méme homologie
que S3.

La sphére de Poincaré est un exemple de sphére d’homologie, c’est
& dire de variété topologique compacte dont I’homologie est la méme
que celle de S™. (L’entier n est la dimension de la sphére d’homologie).

3. Conjecture de Poincaré (1904). Poincaré a conjecturé que le
groupe fondamental est la seule obstruction pour qu’une sphére d’ho-
mologie soit une authentique sphére. Plus précisément :

Soit V une sphére d’homologie simplement conneze de dimension 3.
Alors V' est homéomorphe & S3.

Bien sfir, on peut poser la méme conjecture en dimension supérieure,
c’est & dire si V' est une sphére d’homologie de dimension n simple-
ment connexe, alors V' est homéomorphe & S™.

4. Type d’homotopie des sphéres d’homologie. En combinant deux
theorémes basiques de topologie algébrique, le théoréme de Hurewicz
et le théoréme de Whitehead, on montre facilement le résultat suivant.

Si 'V est une sphére d’homologie de dimension n simplement
conneze, alors V a le type d’homotopie de S™.

On est cependant trés loin du type d’homéomorphisme de V.

5. Solutions de la conjecture de Poincaré. Paradoxalement c¢’est
pour les sphéres d’homologie de dimension n > 5 que la conjecture
de Poincaré fut confirmée en premier, par Newman (1966) et Connell
(1967). Smale avait auparant démontré en 1961 que pour n > 5, la
conjecture de Poincaré est vraie si on suppose de plus que V' est une

11. Ces surfaces comprennent les tores & g-trous et le plan projectif RP?. Nous aborde-
rons le calcul de I'homologie des surfaces dans le chapitre sur I’homologie cellulaire.
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variété différentiable (travaux pour lesquels il re¢ut la Médaille Fields
en 1966)

En dimension 4, la conjecture de Poincaré a été résolue par Freedman
(1982, dans des travaux pour lesquels il requt la medaille Fields en
1986).

Enfin, il fallut attendre 2003 pour que Perelman donne une solution
a la conjecture en dimension 3 (il refusa sa médaille Fields en 2006).

B. Homologie locale

On appelle homologie locale d’un espace X au point z € X les R-modules
d’homologie H, (X, X \ {z}).

Theoréme 11.15. Soit X un espace, et x un point fermé de X qui admet

[¢]
un voisinage homéomorphe & D?. Alors

0 sin#d,

Hn(XvX\{w})g{R sin=d.

Parmi les applications de I’homologie locale, nous donnons les deux théo-
rémes topologiques importants suivants.

— Théoréme de l’invariance de la dimension : Soit &/ un ouvert
non vide de R™ et V un ouvert non vide de R™. Si Y est homéomorphe
a VvV alors n = m.

— Théoréme d’invariance du bord : Si f: R?” x RT — R" x R est
un homéomorphisme, alors f envoie le bord R™ x {0} homéomorphi-
quement sur lui-méme.

Rappelons que nous avons défini une variété topologique comme un es-
pace topologique qu’on peut recouvrir par des ouverts homéomorphes a des
boules euclidiennes. Le théoréme de 'invariance de la dimension implique les
deux résultats suivants sur la dimension des variétés topologiques.
— Existence de la dimension : Si X est une variété topologique
connexe, alors il existe un entier n tel que X est une variété topolo-
gique de dimension n.

— Invariance de la dimension : Si deux variétés topologiques X et Y
de dimensions respectives n et m sont homéomorphes, alors n = m.

C. Homologie des bouquets

Theoréme 11.16. Soient (X, z) et (Y,y) deuz espaces pointés. On suppose
que x (resp. y) admet un voisinage Uy, (resp. Uy,) qui se rétracte par défor-
mation sur x (resp. y). Alors les inclusions X — X VY etY < X VY
induisent pour tout n un isomorphisme :

Hy(X) @ Hu(Y) = Hy(XVY) .
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D. Homologie des quotients

Theoréme 11.17. Soit A — X une cofibration. L’application quotient q :
(X, A) = (X/A, %) induit un isomorphisme en homologie.

Exemple 11.18. Le cone d’'un espace X est le quotient (I x X)/({1} x X).
La suspension X de X est le quotient CX/({0} x X). Comme le cone est
contractile, on a pour tout n > 0 un isomorphisme H,(X) =~ H,1(XX).

11.3 Le théoréme de Jordan généralisé
A. Homologie singuliére d’une union croissante d’espaces

Nous commenc¢ons par une propriété supplémentaire de I’homologie sin-
guliére. Cette propriété élémentaire est essentielle, et ne peut pas se déduire
des axiomes (P0)-(P5).

Proposition 11.19 (P6). Soit X un espace, et soit (Xj)r>0 une suite crois-
sante de sous-espaces de X tels que :

(i) X = Ukzo Xk,

(1) tout sous-ensemble compact K de X est contenu dans un Xj.
Notons jio: Xi, — Xy et ji : X — X les inclusions de sous-espaces. Alors
pour tout n € N on a les propriétés suivantes.

(a) Pour tout c € Hy(X), il existe un entier k et classe ¢, € Hp(X}) telle

que Hy (i) (cp) = c.
(b) Pour tout c,, € Hy,(X) on a Hy(jr)(ck) = 0 si et seulement s’il existe
0>k tel que Hy(jie)(ck) = 0.

La proposition précédente montre que 'on peut calculer complétement
I’homologie de X & partir de I’homologie des espaces X et Veffet des ap-
plications ji ¢ : Xj < X, sur 'homologie. En effet, on peut déduire de la
proposition que H,(X) est isomorphe au R-module quotient

<@k20 Hn(Xk)> /N,

oll N est le sous-module de la somme directe engendré par les éléments du
type ¢, — Hy(jre)(ck), pour tout k < £ et tout ¢ € Hy, (Xj).

B. Le théoréme de Jordan

On rappelle que si X est un espace compact et si Y est un espace topolo-
gique séparé, une application continue f : X — Y est un plongement (c’est
a dire induit un homéomorphisme sur son image) si et seulement si elle est
continue et injective.
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Proposition 11.20. Soit n € N\ {0} fizé. Soit Y un espace topologique
compact satisfaisant la propriété d’annulation suwivante. Pour tout plonge-
ment f:Y — S™, et pour tout k € N :

Hy(S"\ f(Y))=0.
Alors Y x I satisfait aussi cette propriété d’annulation.

Le point clé pour démontrer le théoréme de Jordan est le corollaire sui-
vant.

Corollaire 11.21. Soit f : D" — 5™ un plongement (n >0 et r un entier
quelgconque). Alors Hi(S™\ f(D")) = 0 pour tout k.

Theoréme 11.22 (Théoréme de Jordan généralisé). Soit 0 < r < n et soit
f: 8" = 8™ un plongement. Alors pour tout entier k on a

Hy(S™\ f(S7)) = Hp(S"™"71).

Nous donnons deux applications topologiques importantes du théoréme
de Jordan généralisé.

1. Théoréme de Jordan : si f : S”~! — R" est un plongement et
n > 2, alors R\ f(S™!) posséde deux composantes connexes par
arcs.

2. Théoréme de l’'invariance du domaine : soient V et W deux
variétés topologiques de dimension n, et f: V — W une application
continue injective. Alors f est un homéomorphisme local.
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12 CW-complexes et homologie cellulaire

Le complexe des chaines singuliéres d’un espace est beaucoup trop gros :
en chaque degré n, c’est un R-module libre de base les applications continues
A™ — X, c’est & dire dans la plupart des cas de rang infini non dénombrable.
11 faut donc utiliser les propriétés (P0)-(P6) pour pouvoir calculer explicite-
ment H,(X).

Cependant, on peut souvent remplacer le complexe des chaines singuliéres
par un complexe plus petit qui a la méme homologie, et & partir duquel il
est possible de faire des calculs directs.

12.1 CW-complexes
A. Définition et exemples

Définition 12.1. Un CW-compleze de dimension n est un espace X, muni
d’une suite de sous-espaces :

=X ,CcXgC--CX,=X,

vérifiant les conditions suivantes.
(i) Le sous-espace X est un espace discret.

(ii) Pour tout k > 1, I'espace X}, s’obtient & partir de X;_; en recollant
des cellules de dimension k. Plus précisément, il existe une famille
d’applications de paires f, : (DE,Sk=1) — (X}, X)_1) indexée par
un ensemble Ay, ott les D (resp. S¥71) sont des copies de D, resp
Sk=1 telles que le diagramme commutatif suivant vérifie la propriété
universelle des diagrammes de recollement d’espaces :

_ foa
Upen SE1—H= o x 00 (D)
L fa [

|_|04€Ak Dloi Xk

Terminologie :
e Le sous-espace X s’appelle le k-ieme squeletie du CW-complexe.
e On note .
ek = fa(Dg) C X

Les e sont les cellules de X. Chaque ef est homéomorphe a D¥, via
fa- Les cellules (resp. de dimension inférieure ou égale a k) forment
une partition de X (resp. de Xj).
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e L’application f, : DX — X s’appelle | application caractéristique de la
cellule e’;, et sa restriction fagq : S(’;_l — Xi_1 s'appelle I’ application
d’attachement de ek .

Un méme espace topologique peut étre vu de plusieurs maniéres diffé-
rentes comme un CW-complexe, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 12.2. 1. Choisissons g € S™. La sphére S™, n > 1, admet
une structure de CW-complexe avec une O-cellule {z(} et une n-cellule
attachée a {wg} par l'application constante f : S"™! — zg. Le k-
squelette X}, est donc égal & {xo} pour k < n et & S™ pour k > n.

2. Supposons qu’on a défini une structure de CW-complexe sur S™ 1,
n > 1. On considére S"~! comme 'équateur de S™. Alors on peut
définir une structure de CW-complexe sur S™ telle que X,,_; = S"~!
(et les cellules et les applications d’attachements proviennent de la
structure de CW-complexe de S"71), X,, = S™ et S™ posséde deux
n-cellules (I’hémispheére nord et 'hémisphére sud), recollée le long de
I'application identité S?~1 — S7—1.

Beaucoup d’espaces considérés jusqu’ici dans le cours admettent des
structures de CW-complexes.

Exemple 12.3. 1. Un graphe topologique est un CW-complexe de
dimension 1, dont les 0-cellules sont les sommets et les 1-cellules sont
les arétes.

2. Un bouquet de sphéres de dimension non nulle admet une structure
de CW-complexe, avec une O-cellule, le point de base du bouquet, et
une k-cellule pour chaque sphére de dimension k du bouquet, attachée
via I'application constante S¥~! — {x}. Le squelette de dimension k
du bouquet est égal au sous-bouquet contenant les sphéres de dimen-
sion < k.

3. L’espace projectif réel X = RP" admet une structure de CW-
complexe avec Xog = {pt}, et pour k& > 1, X; = RP*. Rappelons
que RP* peut s’obtenir comme quotient de S* par l'identification
antipodale. Le k + 1-squelette s’obtient & partir du k-squelette en
recollant une cellule de dimension k via I'application quotient ¢ :
Sk - X

4. L’espace projectif complexe X = CP" admet une structure de
CW-complexe avec Xg = X1 = {pt}, et pour k > 1, Xop = Xop41 =
CP*. Rappelons que CP* peut s’obtenir comme quotient de S?+1 ¢
Ck*1 sous action du groupe des racines complexes de l'unité. Le
2k + 2-squelette s’obtient & partir du 2k-squelette en recollant une
cellule de dimension 2k via Papplication quotient g : S — Xy
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N

5. Le tore & g-trous S; admet une structure de CW-complexe de di-
mension 2, dont le 1-squelette est homéomorphe & un bouquet de 2g
cercles, et dont le 2-squelette s’obtient a partir du 1-squelette en recol-
lant une cellule de dimension 2, via une application S' — (S*)V29 qui
correspond au mot ajbyay byt . .. agbgaglbgl du groupe fondamental
du bouquet.

6. Un polyédre de R” admet une structure de CW-complexe, dont le
k-squelette X} est la réunion des simplexes de dimension < k. Le
k + 1-iéme squelette s’obtient a partir du k-squelette en recollant les
simplexes S de dimension k + 1 via 'inclusion canonique 95 < X.

B. Propriétés topologiques des CW-complexes

Dans ce paragraphe, on se fixe un CW complexe X de dimension n. Le
lemme élémentaire suivant est a 'origine de la lettre ‘W’ du terme CW-
complexe.

Lemme 12.4 (Weak topology). Une partie A est ouverte (resp. fermée)
dans X si et seulement si pour tout k et tout o, f;1(A) est un ouvert (resp.
fermé) de DE.
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Lemme 12.5. L’espace X est normal™ =, et en particulier séparé.

La partie (ii) du lemme suivant est a l'origine de la lettre ‘C’ du terme
CW-complexe.

Lemme 12.6. Une partie A est compacte dans X si et seulement si elle est
fermée et contenue dans une réunion finie de cellules. En particulier :

(i) X est compact si et seulement s’il a un nombre fini de cellules.

(ii) (Closure finiteness) L adhérence d’une cellule €k ne rencontre qu’un

nombre fini de cellules.

L’étude de I’homologie des CW-complexes reposera sur le lemme fonda-
mental suivant.

Lemme 12.7. L’inclusion X — Xji11 est une cofibration et on o un ho-
méomorphisme

Xip/Xpo1~ \/ DE/SETY = (gF)vemd(d)

12. C’est a dire que (i) les points de X sont fermés, et (ii) si Fy et F> sont deux fermés
disjoints de X, alors on peut trouver deux ouverts disjoints U, Uz tels que F; C U; pour
tout <.
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12.2 Homologie cellulaire

Dans ce paragraphe, on se fixe un CW complexe X de dimension n.
Nous allons calculer ’homologie singuliére de X & partir de sa structure de
CW-complexe.

A. Version abstraite du complexe cellulaire
On commence par quelques propriétés homologiques des k-squelettes.

Lemme 12.8. Soit X un CW-complexe. Alors pour tout k > 0, la suite
ezacte longue de la paire (Xj, Xi—1) induit des isomorphismes Hy(Xj—1) —
H,(Xy) pour q # k,k — 1 et une suite ezacte longue :

0
0— Hk(Xk) — Hk(Xkkafl) — kal(kal) — kal(Xk) —0.

En particulier Uapplication Hq(Xy) — Hy(X) induite par Uinclusion est un
isomorphisme si ¢ < k et une surjection pour q = k.

Définition 12.9. Soit X un espace admettant une structure de CW-
complexe, et R un anneau. Le complexe des chaines cellulaires C'(X, R)
est défini de la facon suivante.

(1) Le R-module C<(X, R) est égal & H,(X,, X1, R).
(2) La differentielle 9¢!! : C</( X, R) — C<!} (X, R) est la composée

n—

H,,—1(incl)
_—

Ie]
Hn(XTn Xn—la R) — Hn—l(Xn—la R) Hn—l(Xn—len—Za R) .

Theoréme 12.10. L’homologie du complexe des chaines cellulaires
CeN(X, R) est isomorphe & I’homologie singulicre de X .
B. Version concréte du complexe des chaines cellulaires

Pour faire des calculs pratiques, on utilise souvent la reformulation sui-
vante du complexe des chaines cellulaires.

Proposition 12.11. Soit X un CW-complexe. Fizons pour tout n un ho-
méomorphisme D" /S" 1 ~ S™. Alors le compleve des chaines cellulaires de
X est isomorphe au complexe Cy, ot

(1) le R-module C,, est libre de base les cellules e’ de dimension n,
(2) sin > 2, la différentielle d,, : C, — Cp—1 est définie par la formule :

du(en) = 3 fa: Bl

ﬁEAn—l

ot le nombre [o : B] € Z est égal au degré de lapplication composée

spt Jony x, P ont
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(3) la différentielle dy : Cy — Cy est définie par la formule (on remarque
que fap(1l) et fag(—1) sont des 0-cellules de X ) :

di(ep) = fap(1) — fap(—1).

Nous pouvons ainsi écrire explicitement le complexe des chaines cellu-
laires dans de nombreux cas (dont certains seront traités en TD).

Exemple 12.12. 1. Le complexe cellulaire de CP™ est libre de rang 1
en degré 2k, k < n, et nul dans les autres degrés. La différentielle est
nulle. Ainsi :

R i=2k0<k<n

0 sinon

H;(CP",R) = {

2. Le complexe cellulaire de RP"™ est libre de rang 1 en degré k < n,
et nul dans les autres degrés. La différentielle d : C,, — Cj,_1 est
égale a la multiplication par 1 + (—1)". En particulier on obtient
Hy(RP™, R) = R. Si on note 2R les éléments de 2-torsion dans R on
apour 0 <i<n:

R/2R si i impair,

H;,(RP™",R) =
( ) {QR si ¢ pair.

De plus H;(RP™ R) = 0 pour ¢ > n et le dernier degré non nul est
donné par la formule :
H,(RP", R) = R s% n est imPair,
oR  sin est pair.
3. Le complexe cellulaire du tore & g trous S9 est libre de rang 1 en
degrés 0 et 2 et libre de rang 2¢g en degré 1. Les différentielles sont
nulles. En particulier :

R 1=0,2,
Hi(S’g,R) =< RY sii=1.
0 sinon.

Si X est un espace muni d’un triangulation (K, h), alors la triangulation
définit une structure de CW-complexe sur X.

Proposition 12.13. Le complexe cellulaire de X coincide avec le complexe
simplicial CS™P(K | R).
On en déduit le résultat (un peu surprenant au premier abord) suivant.

Corollaire 12.14. L’homologie simpliciale définie a partir d’une triangu-
lation (K,h) de X ne dépend pas de la triangulation (K, h) choisie. Plus
précisément, ’homologie simpliciale est isomorphe a [’homologie singuliére

de X.

o7



13. Compléments sur I’homologie singuliére A. Touzé — 2014-2015

13 Compléments sur ’homologie singuliére

13.1 Torsion des modules sur les anneaux principaux
A. Produit tensoriel

Définition 13.1. Soit R un anneau commutatif'3, et M, N deux R-modules.
Le produit tensoriel M ®pr N est le R-module quotient

M ®pr N :=Lyxn/S ,

ou Ly« est le R-module libre de base les symboles m ® n, pour (m,n) €
M x N, et S est le sous-groupe abélien engendré par les relations suivantes,
pour tous m,m/,r,n,n’ € M? x R x N?:

i) (m+m)en=men+m en
(i) mn+n)=men+men
(iii) m® (rn) = (mr)®@n
(iv) m® (rn) =r(m®n)

Le produit tensoriel définit des foncteurs :
—®pr N : R-Mod — R-Mod, M ®pr — : R-Mod — R-Mod.

Proposition 13.2 (propriété universelle). L’application m: M XN — M®p
N, (m,n) = m ® n est R-bilinéaire. Pour toute application R-bilinéaire
[ M XN — Z, il existe une unique application R-linéaire f : MQrN — Z
telle que fom = f.
Proposition 13.3. Le produit tensoriel vérifie les propriétés suivantes :

1. N®RM2M®RN,
(M ®g N)®@p P ~M®epg (N ®gP),
M®r R~ M,
M @ (Bjes Ni) = Djey M ®r Ni.
M ®pr0~0.

Les propriétés ci-dessus sont indépendant de l'anneau R considéré. Le
phénomeéne suivant constitue cependant une différence trés importante entre
les produits tensoriels sur Z (ou des anneaux plus généraux) et les produits
tensoriels sur un corps.

13. 11 est également possible de définir le produit tensoriel lorsque ’anneau n’est pas
commutatif. Dans ce cas on prend M un R-module & droite et N un R-module & gauche.
Le produit tensoriel M ®@r N n’est qu'un groupe abélien en général. Il est défini comme le
quotient Larxn/S ot Lyxn est le groupe abélien libre engendré par M x N et S le sous-
groupe abélien correspondant aux relations (i), (ii) et (iii). Un exercice intéressant consiste
a montrer que cette nouvelle définition du produit tensoriel coincide avec la définition 13.1
lorsque R est commutatif.
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e Sur un corps k, le produit tensoriel — ®y W est ezact, c’est & dire
quesi 0 = V' — V — V" — 0 est une suite exacte courte, alors on
conserve une suite exacte courte aprés tensorisation avec W :

0=V W=V W—=V'erW-—=0.

o Le résultat précédent reste valable sur un anneau R quelconque si

I’on considére le produit tensoriel — ®p L par un R-module libre L.

En revanche, on peut trouver des applications injectives f : M — M’

qui ne restent pas injectives aprés tensorisation par un R-module N.

Pour R = Z par exemple, f : Z — Z, n — 2n est injective, mais
J®ldz)z : Z®g L)27 — 7 7, 7./ 27 est Papplication nulle.

Une partie seulement de 'exactitude est préservée par le produit tensoriel

en général.

Proposition 13.4 (exactitude a droite). Si M’ — M — M" — 0 est une
suite exacte, alors pour tout N on a une suite exacte

M/®RN—>M®RN—>M”®RN—>O.

Exemple 13.5. Soit A un groupe abélien, T un groupe abélien de torsion,
K un corps de caractéristique zéro, n et m des entiers. On a :

1. Z/nZ ®7 A ~ A/nA,
2. Kz T =0,
3. Z/mZ ®yz Z/nZ ~ Z]pged(m,n)Z.

B. Produit de torsion

Soit R un anneau principal. Pour chaque R-module M, on fixe une suite

exacte courte

0— Ky 2 Ly 24 M 0,

ol Ljs est un R-module libre. Comme une sous-module d’un R-module libre
est libre, K est libre.

Définition 13.6. On appelle produit de torsion de M et N le R-module
Tor® (M, N) :=Ker (fay @r N : Kjy ®g N — Ly @g N) .

Lemme 13.7. La definition 13.6 ne dépend pas de la suite exacte courte (x)
choisie. De plus, TorR(M, N) est également isomorphe au noyau de 'appli-
cation
M®RfN:M®RKN—>M®RLN .
Exemple 13.8. 1. Si L est libre, Tor®(M, L) = 0 pour tout M.
2. Sir € R, Tot®(M,R/rR) = {m € M : rm = 0}.
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3. Tor*(M,@;c; Nj) ~ @, Tor™ (M, Nj).
4. Tory(M,N) ~ Tor®(N, M).

5. Si K est un corps de caractéristique zéro, alors TorZ(A, K) = 0 pour
tout groupe abélien A.

Exercice 13.9. Calculer Tor?(A,Q/Z) pour tout groupe abélien A.

La propriété suivant montre que la torsion est la bonne notion pour
controler le défaut d’exactitude du produit tensoriel.

Proposition 13.10. Toute suite ezacte courte de R-modules 0 — M' —
M — M" — 0 induit une suite ezxacte longue :

0 — Tor®(M’, N) — Tor® (M, N) »TorB(M",N) & M’ @p N
< M®rN —=M'@rN —=0.

13.2 La formule des coefficients universels

Soit R un anneau commutatif, et A une R-algébre et M un R-module.
L’application :
AXM®rA — MQRrA
(a,m®b) +— m®Kab

définit une structure de A-module sur M ®g A. Le produit tensoriel par A
définit donc un foncteur dit d’extension de scalaires :

—®rA R-Mod — A-Mod.

Ainsi, si C, est un complexe de R-modules, on peut définir un complexe
de A-modules C, ®r A par extension des scalaires. On a une application
A-linéaire qui permet de comparer les homologies des deux complexes :

¢: Hi(C)®rA — H;(C®gA)
[c] ®a — [c ® a]

Theoréme 13.11 (des coefficients universels). Soit R un anneau principal,
soit Cy un compleze de R-modules libres et soit A une R-algébre. On a pour
tout i une suite exacte courte de A-modules

0= Hy(C)®r AL Hy(C®r A) — Tor®(Hi_1(C), A) = 0,
De plus ¢ admet un rétracte, d’ot un isomorphisme de A-modules

HZ(C QR A) ~ HZ(C) Rr Ad TOYR(HZ‘_l(C),A) .
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Application a I’homologie singuliére.

On peut appliquer ce qui précéde au complexe des chaines singuliéres d'un
espace X. En effet, on a C.(X,R) ®r A = C4(X, A). On obtient ’énoncé
suivant.

Corollaire 13.12. Soit X un espace topologique, soit R un anneau principal
et soit A une R-algébre. On a des isomorphismes :

Ho(X;A) ~ Ho(X, R) Qr A,

Hy(X;A)~ Hi(X,R)®r A,

Hi(X;A) ~ H{(X,R) ®r A® Tor®(H;, (X, R),A) sii>2.

Deux cas particuliers donnent des formules particuliérement simples.

Corollaire 13.13. Soit X un espace topologique. Si k est un corps et A
est une k-algebre, alors application ¢ : Hy(X; k) @ A — Hy(X; A) est un
isomorphisme pour tout n > 0.

Corollaire 13.14. Soit X un espace topologique. Si k est un corps de ca-
ractéristique nulle, alors Uapplication ¢ : Hy,(X;Z) @7k — Hp(X;Kk) est un
isomorphisme pour tout n > 0.

Finalement, nous mentionnons une application de la formule des coeffi-
cients universels a la théorie du degré. On rappelle que le degré d’une ap-
plication continue f : S™ — S™ est U'entier deg(f) € Z tel que application
H,(f): Hy(S™,Z) — H,(S",Z) soit la multiplication par deg(f).

Corollaire 13.15. Soit f : S™ — S™ une application continue. Alors pour
tout anneau R, Uapplication H,(f) : H,(S™ R) — H,(S™, R) coincide avec
la multiplication par Uentier deg(f).

13.3 Comparaison homotopie/homologie

On se fixe pour chaque entier n > 1 un générateur de v, € H,(S",Z).
Soit (X, x) un espace pointé. L’application de Hurewicz est définie par :

Hur, : m,(X,2) — Hy(X,Z)
[/l = Hu(f)(m)

Lemme 13.16. L’application de Hurewicz est un morphisme de groupes.

Comme application du lemme précédent, on peut montrer que m, (S™, )
contient un groupe cyclique infini pour tout n. En effet, pour X = S™ 'ap-
plication identité Id : S™ — S™ induit 'identité en homologie de degré n,
donc le morphisme de Hurewicz est un morphisme surjectif de groupes

T (S™, %) = Hp(S™,Z) ~ 7 .

Le morphisme de Hurewicz permet de relier le m; et le H; d’un espace.
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Theoréme 13.17. Si X est un espace connexe par arcs, le morphisme de
Hurewicz induit un isomorphisme : w1 (X, x)a, — H1(X,Z).

Il existe un énoncé pour les degrés supérieurs. Le théoréme de Hu-
rewicz affirme que si X est un espace connexe par arcs dont les groupes
d’homotopie m;(X, z) sont triviaux pour 0 < i < n, alors le morphisme de
Hurewicz induit un isomorphisme 7, 11(X, z) ~ H,11(X,Z).
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Quatriéme partie

Un apercu de la cohomologie

14 Un apercgu de la cohomologie (hors programme
pour ’examen)

L’objectif de cette section finale, hors programme pour I’examen, est de
donner un bref apercu de la cohomologie. Contrairement au matériel présenté
dans les autres sections, la plupart des énoncés présentés ici ont été donnés
en cours sans démonstration (mais pas sans explication).

14.1 Préliminaires algébriques
A. Foncteurs contravariants
Définition 14.1. Soient C et D deux catégories. Un foncteur contravariant
F :C — D est la donnée :
(i) pour chaque objet X € Ob(C), d’un objet F(X) de D,

(ii) pour chaque f € Hom¢(X,Y), d’'un morphisme F(f) : F(Y) —
F(X),

telles que les conditions suivantes sont satisfaites.
(1) F préserve la loi de composition F(f o g) = F(g) o F(f).
(2) F préserve les morphismes identités F'(Idx) = Idp(x).

On observe que les foncteurs contravariants ne sont pas des foncteurs au
sens de la définition 8.3.

Exemple 14.2. 1. Soit R un anneau commutatif et M un R-module.
On a un foncteur contravariant :

Homp(—,M): R-Mod — R-Mod
N —  Hompg (N, M)
NL N & Homp(N', M) =L Homp(N, M)
2. Si X est un espace, on note C(X) la R-algébre des fonctions continues

X — R. On a un foncteur contravariant :

C: Top — R-Alg
X —  C(X)

xLy o cw)=hew
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B. Deux conventions pour les complexes

Rappelons qu'un complexe C' est un diagramme de R-modules de la forme
suivante, dans lequel la composée de deux morphismes consécutifs (appelés
différentielles) quelconques est 'application nulle

c= . LhrErpSLymND

Dans les sections 1 & 13 du cours, nous avons utilisé la notation homo-
logique pour les complexes. C'est-a-dire que les objets sont dotés d'un degré
homologique, noté en indice, tel que la différentielle diminue les degrés de 1.
Par exemple, si M est en degré 0, alors le complexe C ci-dessus est noté :

d: d d d d_1
.—3>CQ—2)C]_—1>COA>C_]_—>... .

avec CQ :K, Cl :L, CQIM, 071 = N.

Il existe une autre convention en algébre homologique, la notation co-
homologique. Dans cette notation, les objets sont dotés d’un degré coho-
mologique, noté en exposant, tel que la différentielle augmente les degrés de
1. Par exemple, si M est en degré zéro, alors le complexe C ci-dessus est
noté :

d° dt

d73
) oty

0—2 d—? C_l d! CO
avecC?2=K,C'=L, C°=M,C '=N.

Tous les énoncés et toutes les définitions que nous avons présentés avec
les conventions homologiques peuvent étre traduits dans les conventions co-
homologiques en utilisant les formules :

C'=C_; et HY(C)=H_(C)|.

Par exemple, une suite exacte courte de complexes
0—-C" —=-C—=0"—=0
induit une suite exacte longue en cohomologie :
oo HYHE" S B = HY(C) — HMC") S BN > L

On remarque qu’avec les conventions homologiques, tous les connectants des
suites exactes longues diminuent le degré de 1 (comme les différentielles).
Avec les conventions cohomologiques, tous les connectant augmentent donc
le degré de 1 (comme les différentielles).
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14.2 La cohomologie singuliére et ses outils de calculs
A. Définition

Définition 14.3. Soit R un anneau commutatif, et soit (X, A) une paire
d’espaces. Le compleze des cochaines singuliéres est le complexe C*(X, A; R)
dont les objets sont définis par

C"(X,A; R) := Homp(C, (X, A; R), R)

et dont les différentielles 9" : C™(X, A; R) — C™"1(X, A; R) sont duales des
différentielles du complexe des chaines singuliéres. Le n-iéme R-module de
cohomologie du complexe C*(X, A; R) est notée H"(X, A; R) et est appelé n-
ieme R-module de cohomologie singuliére de la paire (X, A). La cohomologie
de la paire (X, 0) est souvent noté plus simplement sous la forme H™(X; R).

Si X est un ensemble, on note RX le R-module libre de base (b;)zex, et si
M est un R-module, on note F (X, M) le R-module des fonctions f : X — M.
Si f: RX — M est une fonction R-linéaire, sa restriction & 1’ensemble
X ~{b; : * € X} C RX définit une fonction f : X — M. On obtient ainsi
un isomorphisme de R-modules :

Homp(RX, M) ~ F(X,M) .

Comme les R-modules C,, (X, R) sont les R-modules libres engendré par
Pensemble Sg,, (X) des n-simplexes singuliers, on peut appliquer 1’isomor-
phisme précédent pour reformuler le complexe des cochaines singuliéres.

(i) Le R-module C™(X,A;R) est le R-modules des fonctions f
Sg,,(X) — R qui s’annulent sur le sous-ensemble Sg,, (A).

(ii) La différentielle d’'une fonction f est définie par la formule suivante
(dans laquelle o désigne un n + 1-simplexe singulier, et d* : A" <
A" désigne 'inclusion du simplexe standard de dimension n comme
la i-iéme face du simplexe standard de dimension n + 1) :

n+1

@"f)o) => (-1)'f(cod).

i=0
B. Propriétés de calcul
Commengons par deux propriétés importantes du foncteur de dualité.

Lemme 14.4. 1. Soit 0 — C" — C — C" — 0 est une suile exacle
courte de complezes de R-modules, tels que C" soit un compleze de R-
modules libres. Alors en appliquant le foncteur Hompg(—, R) on obtient
une suite exacte courte de complezes :

0 — Homg(C”, R) — Homg(C, R) — Hompg(C',R) = 0.
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2.5 f,g : C — D sont deuxr morphismes de complexres homo-
topes, alors les morphismes de complezes Hompg(f, R), Hompg(g, R) :
Homp(D, R) — Homp(C, R) sont homotopes.

En utilisant le lemme 14.4, on peut imiter les démonstrations des proprié-
tés de calcul de ’homologie singuliére pour obtenir des propriétés analogues
pour la cohomologie singuliére. Pour étre plus précis, la cohomologie singu-
liére vérifie les propriétés fondamentales suivantes.

Fonctorialité (P0). La cohomologie singuliére définit des foncteurs
contravariants :
H" : Tops — R-Mod .

Cohomologie du point (P1).

R sin=0,
0 sin>0.

H"({pt}) = {

Homologie et composantes connexes par arcs (P2). Si X est
un espace topologique et X, ses composantes connexes par arcs, alors

H'(X)~[[H"(Xa) -

Invariance homotopique (P3). Deux applications de paires f,g :
(X,A) — (Y, B) homotopes par une homotopie de paires induisent
la méme application en cohomologie. En particulier une équivalence
d’homotopie induit un isomorphisme en cohomologie singuliére.

Suite exacte longue d’une paire (P4). Pour toute paire d’espaces
(X, A), on a une suite exacte longue (ou les applications qui ne sont
pas des connectants sont induites par les inclusions de paires) :

0— HYX,A) - H'(X) - H°(A) — ...

L (X A) s HY(X) - HY(A) S HOTY(XLA)
Excision (P5). Soit (X, A) une paire d’espaces, et B C A tel que
B CA. Alors Vinclusion de paires (X \ B,A\ B) — (X, A) induit
pour tout n un isomorphisme :

H"(X,A) = H"(X\ B,A\ B) .

Mayer-Vietoris (P5’). Soit X un espace, A, B C X tels que ;l

[¢]
U B= X. Alors on a une suite exacte longue :

n— nLX nLY
%anl(AmB) on—t Hn(X) (H (A)vH (B))

H"(t5np)—H" (G

H,(A) ® H,(B)

Ho(ANB) 2S5 H™NANB) - ...
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Interprétation de H° pour tout espace X, le R-module H°(X; R)
est isomorphe a F(m(X), R).
Ces propriétés permettent de calculer la cohomologie d’un espace selon une
démarche analogue & celle utilisée pour les calculs d’homologie.

Exemple 14.5. 1. Soit n > 0. Alors

, R sii=0oui=n
Higny =" |
0 sinon.
2. Si (X, x) et (Y, y) sont deux espaces pointeés, tels que z (resp. y) admet
un voisinage U, (resp. Uy) qui se rétracte par déformation sur z (resp.
y). Alors pour tout n > 0 on a un isomorphisme :

H'(XVY) = HY(X)® H"(Y).

C. Le lien avec I’homologie singuliére par coefficients universels

Soit R un anneau principal, A une R-algébre et C un complexe de R-
modules. La formule des coefficients universelle exposée dans la section 13.2
explique comment calculer I’homologie du complexe C' ®r A en fonction de
I’homologie du complexe C' et des A-modules de torsion Tor®(A, H, (C)).

Il existe un énoncé analogue qui permet de calculer I’homologie du com-
plexe Homp(C, A) a partir de ’homologie du complexe C. Pour cette for-
mule, le role des A-modules de torsion est rempli par les A-modules d’exten-
sion.

Définition 14.6. Soit R un anneau principal, et M, N deux R-modules.

Soit 0 — K i) L — M — 0 une suite exacte courte dans laquelle K et L
sont deux R-modules libres. Le R-module

coer(Hom( . ) = et

ne dépend pas (& isomorphisme prés) de la suite exacte courte choisie. On
Pappelle le R-module d’extension de M par N et on le note Extg(M, N).

Comme pour les cas des modules de torsion, on peut facilement calculer
Extr(M, N) dans de nombreux cas.

Exemple 14.7. 1. Sik est un corps, alors pour tout couple (V, W) d’es-
paces vectoriels, on a Ext®(V, W) = 0.

2. Pour tous les R-modules M, M’ et N on a :

Extp(M @ M',N) ~ Extp(M, N) @ Extz(M’, N) .
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3. Si R =7, p et g sont deux entiers strictement positifs

Extz(Z/pZ,Z/qZ) ~ Z[pged(p, )Z ,
Exty(Z,Z/qZ) =0 ,
Extz(Z/pZ,7) ~ 7./pZ. .

Le théoréme suivant provient d’une formule de coefficients universels ana-
logue a celle du théoréme 13.11.

Theoréme 14.8. Soit X un espace topologique, soit R un anneau principal
et soit A une R-algébre. On a des isomorphismes :

HY(X;A) ~ Homg(Ho(X,R),A),
H'(X; A) ~ Homp(H (X, R), A) ,
HY(X;A) ~ Hom(H;(X,R), A) ® Extgr(H;_1(X,R), A) sii>2.

En particulier, si k est un corps, on a un isomorphisme :

HY(X;k) ~ Homy (H;(X;k),k) .

D. Le lien avec I’homologie singuliére par dualité de Poincaré

La section précédente donne un lien algébrique entre 'homologie et la
cohomologie d’un espace. La dualité de Poincaré donne un second lien entre
homologie et cohomologie, de nature plus géométrique, lorsque ’espace consi-
déré est une variété topologique. Pour parler de dualité de Poincaré, nous
devons tout d’abord évoquer certaines propriétés fondamentales de I’homo-
logie des variétés topologiques (rappelons que par définition les variétés to-
pologiques sont séparées).

Theoréme 14.9. Soit M une variété topologique connexe de dimension n.
1. Pouri>n, H;(M;Z) = 0.

2. Pourit=mn, on a :

H,y (M Z) = {Z ou 0 si M est compacte,

0 st M n’est pas compacte.

Une variété topologique compacte de dimension n est dite orientable si
H,(M;Z) ~ Z. En géométrie différentielle, on dispose déja d’une notion
d’orientabilité pour les variétés de dimension n. Plus précisément, une va-
riéte différentielle M est orientable si elle posseéde un atlas (U, ¢r7) dont les
changement de cartes 1/1‘;1 o ¢y sont des diffeomorphismes & jacobien positif.

Theoréme 14.10. Soit M une variété différentielle de dimension n, com-
pacte et connexe. Alors M est orientable au sens de la géométrie différentielle
si et seulement si H,(M,Z) = Z.
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Si M une variété topologique compacte connexe orientable de dimension
n, le groupe abélien H,, (M;Z) posséde deux générateurs. La variété est dite
ortentée lorsque 'on choisit un générateur. Le générateur choisi s’appelle la
classe fondamentale de M et se note [M].

Soient k et n deux entiers tels que 0 < k < n. Il existe un accouplement
bilinéaire, appelé cap produit :

N: HY(X;7Z) x Hy(X;Z) — H,_o(X;Z)
Cet accouplement peut étre pensé comme une version discréte de 'intégrale

des formes différentielles. Notons ag : AF — A" et B : A" F — A" les
applications affines telles que

ag(e;) = e; pour 0 <1 < k,
Br(ei) = et pour 0 <i<n—k.

Alors le cap produit [f]N[z] = [fNz] est défini pour tout cycle z = ) N\jo; €
Cr(X;Z) et tout cocycle f par la formule :

fn (Z /\m) = Aif(oioag)gio By

Theoréme 14.11 (Dualité de Poincaré). Soit M une variété topologique
compacte de dimension n, munie d’une classes fondamentale [M]. Alors pour
tout k < n le cap produit avec [M] induit un isomorphisme :
—N[M
at (v z) 2 H, (57

14.3 Le cup produit
A. Définition et premiéres propriétés
Soit R un anneau, et soit X un espace topologique et A, B deux parties
de X. Il existe un produit R-bilinéaire, appelé cup produit
U: H(X,A;R) x H(X,B;R) - H"(X,AUB;R) .
Le cup produit est deéfini par [f] U [g] = [f U g] ou fU g est la forme définie
sur les (i + j)-simplexes o par :

(fUg)(o) = flooai)g(oofi).

On note H*(X, A; R) le R-module @,~, H (X, A; R), muni du cup pro-
duit. On démontre que c’est une R-algébre associative, commutative au sens
gradué (c’est a dire que si z € H¥(X, A; R) et y € HY(X, A; R) alors xUy =
(—1)*y U ). De plus, le morphisme H*(f) : H*(Y,B;R) — H*(X, A; R)
induit par une application de paires f : (X, A) — (Y, B) est un morphisme
de R-algébres. La cohomologie singuliére définit donc un foncteur :

H*(—;R) : Topy — R-algébres graduées commutatives .
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B. Applications du cup produit

Le cup produit est d’une grande aide dans les calculs pratiques de coho-
mologie. Il contient également des informations topologiques sur ’espace X
sous-jacent, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 14.12. Si X est un espace topologique qui posséde un recouvrement
par n ouverts contractiles, alors quelles que soient les classes c1,...,cy, on
aciU---Uc, =0.

Le cup produit permet de distinguer des espaces que la cohomologie
singuliére seule ne peut pas distinguer.

Exemple 14.13. Soit n un entier strictement positif. Les deux espaces S™ x
S™ et S™V.S™V 52" ont des R-modules de cohomologie singuliére isomorphes.
Plus précisément :

R si k=0 ouk = 2n,
H¥X;R)={R®R sik=n,
0 sinon.

Le cup produit H"(X;R) x H*(X;R) — H*(X;R) est nul si X = S"V
8™V 82 et est surjectif si X = S™ x S™.

C. Comparaison avec la cohomologie de De Rham

On note H},(M) la cohomologie de De Rham d’une variété différentielle
M. Cette théorie de cohomologie est définie en utilisant la structure différen-
tielle de M. Le théoréme suivant montre cependant que cette cohomologie ne
dépend pas de la struture différentielle de M, mais seulement de la topologie
de M.

Theoréme 14.14 (De Rham). Soit M une variété différentielle de dimen-
ston n. On a un isomorphisme d’annequr gradués :

Hhp(M) ~ H*(M;R) .
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