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1 Notions de base sur les dérivées, primitives et
intégrales

Définition 1.1. On dit qu'une courbe du plan notée par Cy est le graphe d’une
fonction notée par f si et seulement si Cy vérifie la propriété suivante : pour
tout nombre réel x désignons par V, la droite verticale passant par le point de
coordonnées (x,0) situé sur l'axe des abscisses; alors uniquement l'une des deux
situations suivantes peut se produire : (i) V, coupe Cy en un seul point, (ii) V, ne
coupe pas Cy.

Remarques 1.1.
(1) On note par Dy lensemble des nombres réels = tels que V, coupe Cy ; cet
ensemble est appelé ’ensemble de définition de la fonction f.
(it) Lorsque V, coupe Cy l'abscisse du point d’intersection est x et son ordonnée
est notée par f(x).

Exercice 1.1. Trouver les ensembles de définition des fonctions suivantes :
firz—=20+3; forx—a?+1; fsix—=Vr—3; fiiax— (2>=1)/(x+1);
fsrx—exp(x+5); fo:x—In(z—2); f7:;1:|—>1n(|x—2|).



Définition 1.2. Soit f une fonction, soit | un nombre réel, et soit xo un nombre

réel qui appartient d Dy ou bien qui se trouve au bord de Dy. On dit que f(x) tend

vers 1 lorsque x tend vers xy (on note par le flz) =1), si f(z) peut étre aussi
T—To

proche que l’on veut de | pourvu que x soit suffisamment proche de x.
Exercice 1.2. Calculer lim f(x) ; lim fo(x) ; limy fy(x) ; lim fulx) ; lim fi(x) ;
lim  fs(z);  lim  fe(z) et lim  fo(x).
z—exp(—5)+2

z—In(exp(—5)) z—exp(5)+2

Définition 1.3. Soit f une fonction et soit xy un nombre réel qui se trouve au
bord de Dy. On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers xy (on note par
h_}m f(z) = 400), si f(x) peut étre aussi grand que l'on veut pourvu que x soit
T—x0

suffisamment proche de xq.

Définition 1.4. Soit f une fonction dont l'ensemble de définition Dy n’est pas

magoré, et soit | un nombre réel. On dit que f(x) tend vers | lorsque x tend vers

+oo (on note par 1_131 f(x) =1), si f(x) peut étre aussi proche que l'on veut de
T o0

[ pourvu que x soit suffisamment grand.

Définition 1.5. Soit f une fonction dont l'ensemble de définition Dy n’est pas
magjoré. On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +oco (on note par

liril f(x) = +00), si f(x) peut étre aussi grand que l’on veut pourvu que x soit
T—r+00

suffisamment grand.

Question 1.1. Ezpliquer la signification de li_>m f(z) = —oc0; l_1>m fla) = 1;
T—x0 o0
Exercice 1.3. 1) Pour i = 1,...,7, calculer ETP fi(z) et Erp fi(z) lorsqu’on

peut le faire.
2) Donner l'exemple d’une fonction g qui vérifie h_)r% g(x) = —o0.

Définition 1.6. On dit qu’une fonction f est continue sur son ensemble de défi-
nition Dy lorsque pour tout xy € Dy on a mh—g:lo f(z) = f(xg). Intuitivement parlant
le graphe d’une fonction continue ne comporte aucun saut.

Exercice 1.4. 1) Les fonctions f1,. .., fr sont-elles continues sur leurs ensembles
de définition ¢

2) Donner l'exemple d’une fonction qui ne soit pas continue en tout point de son
ensemble de définition.

Lorsque z, qui est a l'intérieur de Dy, varie de h comment f(x) variera-t-il?
Pour répondre a cette question il convient de considérer T}, le taux de variation
de f en x, défini, pour tout |h| non nul et suffisamment petit, par

flx+h) - fx)
- :

Tf,x(h) =



Exercice 1.5. Pour tout x € R et pour tout h € R*, calculer Ty, ,(h) et Ty, .(h),
puis calculer }llir% Ty, +(h) et }lLiII(l) Ty, +(h) .
— —

Définition 1.7. Lorsque Ty, (h) tend vers une limite finie quand h tend vers 0
cette limite est notée par f'(x) et elle est appelée la dérivée de f en x.

Remarque 1.1. Lorsqu’une fonction f est dérivable en x sont graphe C; admet
une tangente au point (z, f(x)) dont la pente (ou coefficient directeur) est f'(x).
En fait [’équation de cette droite tangente est

Y =f(z) (X =)+ f(z) = (@)X + f(z) — 2 f'(2).

Définition 1.8. Supposons que f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle
I (c’est-a-dire sur un ensemble qui ne comporte pas de trous) et vérifiant f'(x) =
g(x) pour tout x appartenant a I. On dit alors que g est la fonction dérivée de f
sur I, et on note g par f'. On dit aussi que la fonction f est une primitive de g
sur I.

Théoréme 1.1. Supposons que f et g sont comme dans la définition précédente.
Lorsque I est un intervalle fermé borné noté par [a,b], ot a et b sont deux nombres

réels tels que a < b, alors l'intégrale / g(x) dx vérifie

[ otwydz = 5(0) - f(a). (1.1

a b
Notons aussi que par définition / g(x)dex = —/ g(x) dx.
b a

Remarque 1.2. Lorsque g est une fonction positive, c’est-a-dire que son graphe
b

Cy se situe au dessus de l'aze des abscisses, alors l'intégrale / g(x) dx est égale a

Vaire (c’est-a-dire la superficie) de la surface qui est comprise entre Cy, 'aze des
abscisses, la droite verticale passant par le point de coordonnées (a,0) et la droite
verticale passant par le point de coordonnées (b,0).



Le tableau suivant résume des résultats classiques concer-
nant les dérivées et primitives de fonctions habituelles

VeR\ {—1} est fixé

Fonction f Dy Dy | La dérivée f' | Une primitive
2", neN R R nz"1 2"/ (n+1)
In(z) siz >0
vl =1/z R*=R\ {0} | R* | —272= —1/2?
In(—x)siz <0
" =1/x" R* R* —mz~™ b |7 (—m 1)
meNetm>2
e’ = exp(r) R R e’ e’
U* = exp (zIn(U)), R R | (In(0))U" U*/1In(U)
ou U € RY est fixé
2V = exp (VIn(z)),ou R* R* vVl 2V (V 41)

Définition 1.9 (somme, produit et quotient de deux fonctions). Supposons
que f1 et fy sont deux fonctions définies sur un méme ensemble D.
(i) Si A1 et Ay sont deux nombres réels, on note par A\ fi + Aofs la fonction
définie pour tout x € D par :

(ALfi + Afo)(x) = Aufi(m) + Ao fo(x) .

(i) On note par fifs la fonction définie pour tout x € D par :

(fifo)(z) = fi(2) f2(x) = fi(z) X fol2).




(iii) Lorsque fy(x) # 0 pour tout x € D, on note par fi/fs la fonction définie
pour tout x € D par

77 R

Proposition 1.1. Supposons que D est un intervalle et que f, et fo sont respec-
tivement des primitives de g, et go sur D. Alors pour tous nombres réels A1 et \o,
A f1+ Aafo est une primitive de A\g1 + Aags sur D.

Proposition 1.2. Supposons que x € D est tel que les dérivées fi(x) et fi(z)
existent. Alors :
(i) Pour tous nombres réels Ay et Ay, la dérivée (A1 f1+ o fa)'(z) existe et vaut

Mfi(x) + Ao fi(x).

(ii) La dérivée (fif2)'(x) existe et vaut

fi(@) falz) + fi(@) fo(x) .-
(7ii) Sous réserve que fo(x) # 0, la dérivée (f1/f2)'(z) existe et vaut

fi(@) f2(x) — fi(z) f3(x)
(f2(z))?
Proposition 1.3. Soit f; une fonction dérivable en x et soit fy une fonction

dérivable en fi(z). Alors la composée de ces deux fonctions, notée par foof; et
définie par faofy 1y — frofi(y) = fo(fi(y)) est dérivable en z, et on a

(f20f1)'(z) = f5(f1(2)) - fil).

Exercice 1.6. Soit la fonction h : x — a2+ 1. Cacluler la dérivée de cette
fonction en tout point de son ensemble de définition.

Proposition 1.4. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intevalle I (dé-
rivable sur I signifie que f'(z) existe pour tout x € I).

(i) Lorsque l'on a f'(x) > 0 pour tout x € I, alors la fonction f est croissante
sur I ; ce qui veut dire que pour tous xi et xo appartenant a I vérifiant
r1 <z on a f(x1) < f(w2).

(ii) Lorsque U'on a f'(x) < 0 pour tout x € I, alors la fonction f est décrois-
sante sur I ; ce qui veut dire que pour tous x1 et xo appartenant a I vérifiant
r1 < x5 ona f(xy) > f(z2).



2 Suites et séries numériques

Définition 2.1. Une suite numérique consiste en une infinité de nombres qui sont
numérotés, par exemple le premier d’entre eux est to = 1, le deuxieme t; = 3, le
troisiéme ty = 5 et plus généralement le (n+1)-éme estt,, = 14+ 2n. L’ensemble de
tous ces nombres est noté de fagon concise par (t,)nen ou encore plus simplement

par (tp)n-

Une suite peut étre définie au moyen d’une formule explicite, c’est le cas de
la suite (t,)nen qu’on vient de voir ou encore des deux suites (v, )nen €t (Wy)nen
définies, pour tout entier naturel n, par :

(2.1)

v, = et w, =

(n+1)2 n+2°

Une suite peut aussi étre définie par récurrence, c’est-a-dire que le(s) premier(s)
terme(s) est (sont) fixé(s) et les termes suivants sont obtenus a partir du (des)
prédécesseur(s). C’est par exemple le cas des trois suites (2, )nen, (Yn)nen €t (2n)nen
qui sont telles que :

IOI?) y0:5/2 2021;21:1
Tpi1=2p+2,neN Ynt1 = —Yn/3,nEN Znao = Zni1+ 2p, n €N
(2.2)

Définition 2.2. Soit a un nombre réel arbitraire et fixé. On dit qu’une suite
(Up)nen est arithmétique de raison a lorsqu’elle vérifie u,,1 = wu, + a pour tout
n € N, ce qui revient a dire qu’elle vérifie u, = ug + na pour tout n € N. Par
exemple la suite (x,)nen, définie en (2.2), est arithmétique de raison a = 2.

Exercice 2.1. On désigne par N un entier naturel arbitraire et fixé, et on désigne
par (un)nen une suite arithmétique de raison a.

1) Montrer que, pour tout entier natureln < N, on a u, + un_, = Uy + uy.

2) En déduire que (c’est un peu astucieuz)

2§:un:(N+1)(u0—|—uN).

pULS que
N
N(N +1
> u, = (N+1)u0+¥a.
n=0 2
3) En utilisant ce qui précéde, montrer que
N
N(N+1
Yon= NN+D (2.3)
n=0 2



La formule (2.3) est utile et on vous conseille de la retenir.
N

4) Calculer Yy, , 00 (2,)nen désigne la suite arithmétique définie en (2.2).

n=0
Définition 2.3. Soit ¢ un nombre réel arbitraire et firé. On dit qu’une suite
(ul)nen est géométrique de raison q lorsqu’elle vérifie ul, | = ul,q pour tout n € N,
ce qui revient a dire qu’elle vérifie u,, = uyq"™ pour tout n € N. Par ezemple la
suite (Yn)nen, définie en (2.2), est géométrique de raison —1/3.

Exercice 2.2. On désigne par N et par q un entier naturel et un nombre réel

arbitraires et fizés.
N

N
1) Montrer que Z(q” — an) =(1—gq) Z q".
n=0 n=0
N
2) Montrer d’autre part que Y (¢" —¢"™) =1—¢"*'.
n=0

3) En déduire que lorsque ¢ # 1 l'on a

N n_l_qNJrl

g

S S— 2.4
n=0 ]‘ -9 ( )

La formule (2.4) est trés utile et on vous conseille de la retenir.

Proposition 2.1. Soient N un entier naturel et (u,)nen une suite géométrique de
TaLSON q.
(i) Lorsque q # 1 on a

iv:u/ _ (1 _qN+1>u/
(ii) Lorsque g =1 on a
N
> ul, = (N + 1ug.
n=0

Exercice 2.3. Imaginons que le taux d’intérét annuel est de 1% et qu’il ne va pas
changer au cours des 10 prochaines années. Imaginons aussi que vous m’avez prété
100000 Euros et que je vous donne le choix entre les deux possibilités suivantes pour
vous rembourser mon prét :

1. je vous rembourse tout de suite la totalité des 100000 Euros;

2. a partir de maintenant et pendant une période de 10 ans je vous paye tous
les ans en une seule fois 10105 Euros.

Que choisirez-vous ? (justifiez votre réponse au moyen de calculs)



Définition 2.4. Soient a et q deux nombres réels arbitraires et fixés. On dit qu’une
suite (up )nen est arithmético-géométrique lorsqu’elle vérifie u, , , = u'q + a pour

tout n € N.

Exercice 2.4. On note par (ull),en une suite arithmético-géométrique avec q # 1.
On désigne par b la solution de 'équation x = xq+a, c’est-a-dire que b = a/(1—q).
1) Soit (V!)nen la suite définie par vl = u! —b. Montrer que (v)),en est une suite
géométrique de raison q.

2) En déduire une formule explicite permettant d’obtenir u!, en fonction de n pour
tout n € N.

Définition 2.5. Soit | un nombre réel arbitraire. On dit qu’une suite (up)nen

converge vers [, ce que [’on note par nLHfoo U, = [, lorsque u,, devient aussi proche

que l'on veut de | pourvu que n soit suffisamment grand.

Proposition 2.2. Toute suite géométrique dont la raison q vérifie |q| < 1 converge
vers (.

Exercice 2.5. Soit (u])nen une suite arithmético-géométrique avec |q| < 1. Mon-
trer que (ul)nen est convergente et donner sa limite.

Définition 2.6. On dit qu’une suite (u,)nen tend vers +0o, ce que l’on note par

1ir£ U, = +00, lorsque u, devient aussi grand que l'on veut pourvu que n Soit
n—-+0oo

suffisamment grand.

Questions 2.1.

1) A wvotre avis quand dit-on qu’une suite tend vers —oo ¢

2) Quand est-ce qu’une suite arithmétique tend-elle vers +oo ?
3) Quand est-ce qu’une suite arithmétique tend-elle vers —oo ?
4) Quand est-ce qu’une suite géométrique tend-elle vers +o0o ¢
5) Quand est-ce qu’une suite géométrique tend-elle vers —oo ¢

Remarque 2.1. La limite d’une suite (lorsqu’elle existe) n'est pas modifiée lors-
qu’on modifie un nombre fini de termes de la suite.

Exercice 2.6. 1) Trouver les limites des suites (tn)nen, (Un)nen €t (Wy)nen (vOir
la Définition 2.1 et (2.1)).

2) Soit la suite (W) nen qui est telle que wh = 4, w), = /2, wh = —1, et w!, = w,
pour tout entier n > 3. Etudier la convergence de cette suite.

Proposition 2.3. Soient (u,)nen et (Ul )nen deuz suites qui convergent respecti-
vement vers [ etl'. On a alors :



(i) lim (un—i-u;) =141,

(zz) llm (unu;) =1;

(m) pour tous nombres réels o et 3, ngrpw(aun + Bul) = al + pU';
(iv) hm lun| = 1] ;

(v) si l’#O Jim (un/u )y =1/U.

Exercice 2.7. Trouver la limite de la suite (ry,)nen définie (voir la Définition 2.1,
(2.1) et (2.2)), pour tout n € N, par

20, + 3w, 1
=2 Dy + —
" 4+yn+5wn+\/_‘y th

Définition 2.7. On dit qu’une suite (u,)nen est croissante lorsque u, < upi1 pour
tout n € N. On dit qu’une suite (u),)nen est décroissante lorsque ul, > ul,_ | pour
tout n € N.

Définition 2.8. On dit qu’une suite (uy,)nen €st majorée lorsqu’il existe un nombre
réel M tel que u,, < M pour tout n € N. On dit qu’une suite (ul)n,en est minorée
lorsqu’il existe un nombre réel m tel que u,, > m pour tout n € N. Lorsqu’une suite
est a la fois majorée et minorée on dit qu’elle est bornée.

Exercice 2.8. 1) Parmi les suites (tn)nen, (Un)nen, (Wn)nen, (Tn)nen, (Un)nen €t
(zn)nen, trouver celles qui sont croissantes et celles qui sont décroissantes.

2) Parmi ces mémes suites trouver celles qui sont majorées, celles qui sont minorées
et celles qui sont bornées (pour la suite (z,)nen on commencera d’abord par montrer
par récurrence que z, > n, pour tout n € N).

3) Est-ce que la suite (ry,)nen est bornée ?

Théoréme 2.1.
(i) Toute suite croissance qui est majorée converge (vers une limite finie).
(i) Toute suite croissance qui n'est pas majorée tend vers +0o0.
(iii) Toute suite décroissante qui est minorée converge (vers une limite finie).
(iv) Toute suite décroissante qui n’est pas minorée tend vers —oo.

Exercice 2.9. Considérons la suite (v),)nen définie par vy = 1/2 et v), . = /v,
pour tout n € N.

1) Au moyen d’un raisonnement par récurrence montrer que 1/2 < v/, < 1 pour
tout n € N.

2) Prouver que la suite (v))nen est croissante.

3) La suite (V] )nen est-elle convergente ? Si elle l'est que vaut alors sa limite ?

Définition 2.9. On dit que deuz suites (u),)nen et (ul)nen sont adjacentes lorsque

(ul,)nen est croissante, (ull)nen est décroissante, et l'on a ngglm(ug —u,) =0.



Proposition 2.4. Lorsque deux suites sont adjacentes alors elles sont toutes les
deux convergentes et elles convergent vers la méme limite.

Définition 2.10. Considérons une suite (U, )nen €t désignons par (Sx)nen la suite
définie, pour tout N € N, par :

N
Sy = un. (2.5)
n=>0

Lorsque cette suite (Sy)nen est convergente sa limite (finie) est notée par
+o0
> tn,
n=0

et elle est appelée série de terme général u,. De plus, la suite (Sy)nen S appelle
suite des sommes partielles de cette série.

Définition 2.11. On dit qu’une série est convergente lorsque la suite des sommes
partielles associées est convergente. Dans le cas contraire on dit que la série est
divergente.

+o00
Proposition 2.5. Soit ¢ un nombre réel arbitraire et fixé. La série Z q" n’est

n=0
convergente que si |q| < 1, et on a alors

1

-~ (2.6)

—+00
> 0" =
n=0
—+o00 “+00
Exercice 2.10. Ftudier la convergence des séries Z T, et Z Yn, 0U (Tp)nen et

n=0 n=0
(Yn)nen sont les mémes suites que dans (2.2).

Exercice 2.11. 1) Montrer que les deux suites (wy)yen et (W) nen, définies par
wy =0, wy =4, et pour tout N € N* par

, iV: LV S iV: 1
Wy = — et Wy =-—= —,
N — n! NN — n!
sont adjacentes.
+«>1

2) Etudier la convergence de la série » — -
—

10



Les séries a termes positifs (c’est-a-dire dont le terme général est un nombre
positif) sont souvent moins compliquées a étudier que les séries dont le terme gé-
néral change de signe. Pour cette raison on introduit la notion de série absolument
convergente.

Définition 2.12. On dit que la série de terme générale u,, est absolument conver-
gente lorsque la série de terme générale |u,| (valeur absolue de u, ) est convergente.

Théoreme 2.2. Toute série absolument convergente est convergente.

+o00 —1)"
Exercice 2.12. FEtudier la convergence de la série Z ( ') .
n—0 v

Proposition 2.6. Soient (u,)nen et (u),)nen deuz suites d valeurs positives (c¢’est-
a-dire dont les termes sont des nombres positifs) vérifiant u, < ., pour toutn € N
(ou méme pour tout entier naturel n plus grand qu’un certain seuil ngy). Alors :

+o0 too
(i) lorsque la série Z u;, est convergente la série Z u, lest également ;
=0 =0
n+oo +noo
(ii) lorsque la série Y u, est divergente la série Y _ ul, Uest également.
n=0 n=0
+o0 (_1)71
Exercice 2.13. 1) Etudier la convergence de la série » :
—n!+5
+00
2) Etudier la convergence de la série »_ z,, la suite (z,)nen €tant définie par (2.2).
n=0

Proposition 2.7 (Equivalence). Soient (uy)nen €t (u),)nen deuz suites a valeurs
strictement positives qui sont équivalentes ce qui signifie que l'on a

/
n

lim —=1.
n——+o0o Up,
+oo +0o0
Alors les deux séries Z u, et Z ul, sont de méme nature, ce qui signifie que l'une
n=0 n=0
est convergente lorsque ['autre [’est et aussi que ['une est divergente lorsque [’autre

[’est.

Proposition 2.8 (Reégle de d’Alembert). Soit (u,)nen une suite a valeurs
strictement positives. Supposons que, lorsque n tend vers +o0, le quotient u, 1 /uy,

ait une limite [, finie ou égale +00. Alors :
+oo
(i) Sil <1, la série Y _ u, est convergente.
n=0
(ii) Sil> 1, cette série est divergente.

11



(1ii) Sil =1, on ne peut rien dire a priori.

Exemple 2.1 (Application de la régle de d’Alembert). Soit x un nombre réel

arbitraire et fizé, nous allons montrer au moyen de la régle de d’Alembert que la
+00 .1 400 ‘x|n
série Z — est absolument convergente, ce qui revient a dire que la série

|
est convergente. Il est clair que la convergence a lieu lorsque x = 0, puisque dans ce

cas particulier tous les termes de la série deviennent nuls a ’exception du premier

d’entre eux (n = 0) qui vaut 1. Nous supposons désormais que x # 0. Intéressons

2"/ (n + 1)!
[/

nous alors au quotient

n+1 )
2"/ + 1) = M, ce qui montre que ce quotient tend vers 0 lorsque n tend
|z|™ /n! n

vers +o00. Ainsi, en appliquant la régle de d’Alembert on obtient la convergence de
400 |I|n

. L’égalité (n+1)! = (n+ 1)n! implique que

la série T
n=0 n:

On admet I'important résultat suivant : ¢* (que ’on notre encore par
exp(x)) ’exponentielle d’un nombre réel arbitraire = vérifie :

+oo "

e’ =exp(z) = (2.7)

—-
n=o 1

Proposition 2.9 (Série de Riemann). Soit a un nombre réel fizé. Considérons
la série a termes strictement positifs suivante appelée série de Riemann :

—=> n". (2.8)

Cette série converge si a > 1 et diverge si a < 1.

Exercice 2.14. En utilisant les Propositions 2.7 et 2.9 étudier la convergence des
deux séries suivantes :
+00 1 +00 1
O L o =
—=nd—-n+1 “= 100 + \/n
Théoréme 2.3. Soit (u,)nen une suite a valeurs positives.
(i) Supposons qu’il existe un nombre réel a > 1 tel que l'on ait

lim n%u, =0.

n—-+o0o
+oo
Alors la série Z Uy, CONveErge.
n=0

12



(ii) Supposons qu’il existe un nombre réel o« < 1 tel que l'on ait

lim n%u, = +o00.
n—-+4o00o

+oo

Alors la série Z u, diverge.
n=0
(iii) Supposons que la suite (n™' u,),>1 est minorée par un nombre réel stric-
+o0o
tement positif. Alors la série Z u, diverge.
n=0

3 Compléments sur les intégrales

Remarques 3.1.
(1) Pour tous nombres réels Ay et Ay, on a

/ab ()\191(I) + )\292(I)) dr = M\ /ab g1(z)dx + Xy /ab go(z) dx .

(ii) Relation de Chasles : pour tout ¢ € [a,b], on a

/abg(x)dx:/acg(x)dw—i—/cbg(x)dx.

b
(iii) On a / g(x)dx > 0 lorsque g(z) > 0 pour tout x € [a,b]; il en résulte
b b
que/ g2(x) dx > / g1(x) dz, lorsque, pour tout x € [a,b], g2(x) > g1(x).

“ b
(iv) On a | |g(z)|dx > ‘ g(x) dx|.
[eracz | [
(v) Inégalité de la moyenne : / lg(x)| dz < (b—a) sup |g(z)].

z€[a,b]

(vi) Inégalité de Cauchy-Schwarz :

/abgl@)gﬂx) dx < \//ab (91(95))2dx X \//ab (92(x))2d1’.

2

Exercice 3.1. 1) Montrer que / V1+a3de <3.
1

2) Montrer que

2(1 —e9)
15 .

Définition 3.1. On dit qu’une fonction g est continument dérivable sur un inter-
valle I lorsque g est dérivable sur I et sa fonction dérivée est continue sur I.

2
/ (332 —2r + 1)6_39”/2 de <
0

13



Théoréme 3.1 (intégration par parties). Soient g; et go deux fonctions conti-
nument dérivables sur un intervalle |a,b]. Alors :

b

[ 0@ds(@) de = [0~ [ @)l e

a

1 2 4
Exercice 3.2. Calculer/ (2z+1)e™*? dx ;/ 22e " dy ;/ (2 —22) In(x) dx .
0 -2 2

Théoréme 3.2 (changement de variable). Soit ¢ une fonction continiment
dérivable sur un intervalle |a,b]. Supposons que g est une fonction continue sur
Uintervalle fermé borné dont les extrémités sont @(a) et p(b). On a alors

[ gtwyae = [ (otee0)0rar

e(a) a

4 3
Exercice 3.3. Calcul / -1/ 1d / 126V gy
xercice alculer | @ n(x)+ ldx ol x

Définition 3.2 (intégrale généralisée sur un intervalle borné fermé a
gauche et ouvert a droite). Soient a et b deux nombres réels tels que a < b, et
soit g une fonction continue sur lintervalle a,b] qui est ouvert en b. Si la fonction

G:xw— / g(t)dt a une limite finie quand x tend vers b par valeurs inférieures,

b
on dit que ['intégrale généralisée / g(t) dt converge et on pose :

b x
/ gt)ydt = lim [ g(t)dt.
a r—b— a

Dans le cas contraire, on dit que cette intégrale généralisée diverge.

1
Exercice 3.4. 1) Montrer que l'intégrale généralisée / (1—1t)"Y2dt est conver-
0

gente.
1

2) Montrer que l'intégrale généralisée / (1 —t)"2dt est divergente.

3) Soit o un nombre réel arbitraire, quelles sont les valeurs de o pour lesquelles
1

['intégrale généralisée / (1 —t)~*dt est convergente, et quelles sont celles pour

lesquelles elle est divergente ¢

Exercice 3.5. 1) Préciser ce que c’est qu’un intervalle borné ouvert a gauche et
fermé a droite, et donner la définition de l’intégrale généralisée dans ce cas.
2) Soit o un nombre réel arbitraire, quelles sont les valeurs de a pour lesquelles l'in-

1
tégrale généralisée / t~*dt est convergente, et quelles sont celles pour lesquelles

elle est divergente ¢

14



Définition 3.3 (intégrale généralisée sur un intervalle non borné fermé
a gauche). Soit a un nombre réel, et soit g une fonction continue sur l’intervalle
€T

la, +oo[. Si la fonction G : x — / g(t)dt a une limite finie quand x tend vers

a
“+oo

+00, on dit que l'intégrale généralisée / g(t)dt converge et on pose :

“+00 x
/ gt dt = lim [ g(t)dt.

r—+00 Jq
Dans le cas contraire, on dit que cette intégrale généralisée diverge.

Exercice 3.6. Soit a un nombre réel strictement positif arbitraire, et soit o un
nombre réel arbitraire, quelles sont les valeurs de o pour lesquelles ['intégrale gé-

+0o0
néralisée / t~*dt est convergente, et quelles sont celles pour lesquelles elle est

a
divergente ¢

Exercice 3.7. 1) Préciser ce que c’est qu’un intervalle non borné fermé a droite,
et donner la définition de l'intégrale généralisée dans ce cas.
2) Soit d un nombre réel strictement négatif arbitraire, et soit o un nombre réel ar-

d
bitraire, quelles sont les valeurs de o pour lesquelles [intégrale génémlisée/ [t] 7 dt
o0

est convergente, et quelles sont celles pour lesquelles elle est divergente ?

Définition 3.4 (intégrale généralisée sur un intervalle ouvert). On suppose
que a = —o0 ou que a est un nombre réel arbitraire. On suppose que b = +00 ou
que b est un nombre réel arbitraire vérifiant b > a. Désignons par g une fonction
continue sur l'intervalle |a,b], et désignons par ¢ un nombre réel arbitraire qui est

b
strictement compris entre a et b. On dit que l'intégrale généralisée / g(t)dt est

a
c b
convergente si et seulement si les deux intégrales généralisées / g(t)dt et/ g(t)dt
a C

sont toutes les deux convergentes, et lorsque cette condition est remplie on pose

fﬂﬂﬁ:l}@ﬁ+l%@m.

c b
Lorsque au moins l'une des deuz intégrales généralisées / g(t)dt et/ g(t)dt est
a Cc

divergente, alors on dit que l’intégrale généralisée / g(t) dt est divergente.
a

Exercice 3.8. Soit o un nombre réel arbitraire, étudier la convergence de l'inté-

+oo
grale généralisée / t~*dt.
0
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Définition 3.5. On suppose que a, b et g sont comme dans la Définition 3.4.
b

On dit que l’intégrale généralisée / g(t)dt est absolument convergente, lorsque

b
Uintégrale généralisée / lg(t)| dt est convergente.

Théoreme 3.3. Toute intégrale généralisée absolument convergente est conver-
gente.

Proposition 3.1. On suppose que a et b sont comme dans la Définition 3./4. Soient
g1 et go deux fonctions continues sur |a, b[ dont toutes les valeurs sont des nombres
réels positifs. Supposons de plus que l'on a ¢1(x) < go(x), pour tout x €|a, b alors
les deux résultats suivants sont vérifiés.

b b
(i) Lorsque/ g2(t) dt est convergente/ g1(t) dt lest aussi.

b b
(i7) Lorsque/ g1(t) dt est dz’vergente/ g2(t) dt lest aussi.
a a

+oo
Exercice 3.9. Ftudier la convergence des intégrales généralisés / (1+2%)tdax
1

e .
1 -1
Proposition 3.2. Soit a un nombre réel arbitraire, et soit g une fonction conti-

nue sur |a,+oo[. Supposons qu’il existe un réel a strictement plus grand que 1
+oo

tel que t£+m t%g(t) = 0. Alors Uintégrale généralisée / g(t) dt est absolument

convergente. ¢

Proposition 3.3. Soit a un nombre réel arbitraire, et soit g est une fonction
continue sur ] — 0o, al. Supposons qu’il existe un réel « strictement plus grand que

1 tel que lim [t|%g(t) = 0. Alors l'intégrale généralisée / g(t)dt est absolument

convergente.

Proposition 3.4. Soient u et v deux nombres réels arbitraires et tels que u < v.

Soit g une fonction continue sur [u, v[. Supposons qu’il existe un réel v strictement

plus petit que 1 tel que lim (v —1t)%g(t) = 0. Alors l'intégrale généralisée / g(t)dt
t—v—

u
est absolument convergente.

Proposition 3.5. Soient u et v deux nombres réels arbitraires et tels que u < v.
Soit g une fonction continue sur |u,v]. Supposons qu’il existe un réel a strictement

plus petit que 1 tel que lin%r(t —u)%g(t) = 0. Alors lintégrale généralisée / g(t)dt
t—u u

est absolument convergente.
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4 Eléments de calcul matriciel

Définition 4.1. Une matrice de format (n,p) est un tableau de nombres (appelés
les coefficients ou encore les éléments de la matrice) ayant n lignes et p colonnes
et qui est présenté entre deux grandes parenthéses.

En général une matrice est notée par une lettre majuscule par exemple A, B,
C ou D. Le coefficient de la matrice A qui se trouve a la i-ieme ligne et j-ieme
colonne est noté par a;;. Ainsi, on peut représenter A par le tableau

app Qi - Qi s QAyp
Q21 Q22 -+ Q25 -~ A2
Qi1 Q2 0 Qo ottt Qg
Ap1 Qp2 - Apj - Qpp

ou de fagon plus concise par (a;;)1<i<n, 1<j<p, OU encore plus simplement par (a; ;).

Remarques 4.1.
(a) La matrice dont tous les coefficients sont égaux a 0 (4 zéro) est appelée
matrice nulle.
(b) Toute matrice de format (1,p) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne.
(c) Toute matrice de format (n,1) est appelée matrice colonne ou vecteur co-
lonne.

Exercice 4.1. Soient les matrices :

1 2 0,23 00 o
A=| 0o -13 B:(3,1 2,23 \/3) C=| -32 0:< )
V2 2,56 1

1) Donner le format de chacune de ces matrices

2) Que valent aq2, as, by, co et 09g ?

3) Quelles sont les vecteurs lignes de la matrice A et quelles sont ses vecteurs
colonnes ?

4) Comment s’appelle la matrice O ?

Question 4.1. Quand dit-on que deur matrices A = (aij)1<i<n,1<j<p €t B =
(bij)1<i<n’,1<j<p SONL égales ?

Exercice 4.2. Parmi les quatre matrices suivantes quelles sont celles qui sont
égales 7 Quelles sont celles qui sont carrées ¢

12 12 -3 12 12 -3
E‘<5 6) F_<56—4> G_<5 6> H‘<55—4>
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Définition 4.2. La transposée d’une matrice T' est la matrice notée par T' (ou

encore 'T', ou encore T*) dont les lignes sont obtenues en alignant les colonnes de

la matrice T. Ainsi, lorsque T est de format (n,p) alors T' est de format (p,n).

Par exemple, la transposée de la matrice ﬁ_ de I'Exercice 4.1 est la matrice A" de
, 1 0 2

format (2,3) telle que A" = ( 5 1.3 2.56 >

Définitions 4.1.

(a) On dit qu’une matrice A est carrée lorsqu’elle a le méme nombre de lignes
et de colonnes, ce nombre est alors appelé ['ordre de la matrice.

(b) On dit qu'une matrice carrée T = (t;;)1<ij<n est diagonale lorsque tous les
coefficients de T qui ne se trouvent pas sur la diagonale sont nuls : pour
tous1<i<netl<j<nonaty;=0sit#j.

(¢) On dit qu'une matrice diagonale d’ordre n est la matrice identité d’ordre n
(ou encore la matrice unité d’ordre n) si tous les coefficients qui se trouvent
sur la diagonale sont égauz a 1. La matrice identité d’ordre n est notée par
I,, (ou encore par I ).

(d) On dit qu'une matrice carrée T = (t;j)1<ij<n €St symétrique si deux de
ses sont égaux a chaque fois qu’ils sont situés a des positions symétriques
par rapport a la diagonale; plus précisément, on a t;; = t;; pour tous 1 <
i <mnetl<j<n. Ainsi une matrice symétrique est égale a sa matrice
transposée. Toute matrice diagonale est symétrique.

Exercice 4.3. Donner un exemple de matrice diagonale, et un autre exemple d’une
matrice qui n’est pas diagonale mais qui est symétrique.

Définition 4.3 (Produit d’une matrice par un nombre réel). Soient A =
(@i j)1<i<n, 1<j<p une matrice de format (n,p) et X\ un nombre réel, alors le produit
de X par A est la matrice de méme format que A, notée par NA = (¢ij)1<i<n,1<j<ps
et dont les coefficients c;j vérifient c;; = Aay;.

1 2
Par exemple, lorsque A = 0 —1,3 | et A=23on a alors
V2 2,56
3x1 3 %2 3 6
A= 3x0 3x(-1,3) | = 0 -39
3x V2 3x2,56 3v2 7,68

Définition 4.4 (somme de deux matrices). Soient A = (aij)1<i<n,1<j<p €l
B = (bij)1<i<n,1<j<p deuz matrices de méme format (n,p), alors la somme de
A et de B est la matrice de méme format (n,p) que A et B, notée par A+ B =
(cij)i<i<n,1<j<p €t dont les coefficients c;j vérifient c;j = a;; + bij.
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. 1 2 3 -1 3 2
Parexemp1681A—<4 5 6>etB—< 0 7 _9>ona

05 5
A+B‘<4 12 —3)

Remarque 4.1. La somme de deux matrices qui ne sont pas de méme format
n’existe pas.

Définition 4.5 (produit de deux matrices). Soient A = (a;j)1<i<n,1<j<p UNE
matrice de format (n,p) et B = (bij)1<i<p,1<j<q une matrice de format (p,q).
Notons que le nombre de colonnes de la premiére matrice (c’est-a-dire
ici de A) doit étre égal au nombre de lignes de la seconde matrice (c’est-
a-dire ici de B). Alors le produit de la matrice A par la matrice B, prises dans
cet ordre, est une matrice de format (n,q) (elle a le méme nombre de lignes que A
et le méme nombre de colonnes que B); notée par AB = (Cij)1<i<n,1<j<q €t dont
les coefficients c;; vérifient

p
cij:aﬂXblj—i—amXb2j+...+aip><bpj:Zaikkaj
k=1

1 2 -1 b0 1
Par exemple si A = et B=]1 3 —1 [ alors AB est une
0 4 2
2 -1 0
matrice (2,3) et on a

AB
o Ix142x14(-1)x2 1Ix04+2x3+(-1)x(-1) Ix14+2x(-1)+(-1)x0
o O0x14+4x14+2x2 0x0+4x3+2x(-1) O0x14+4x(-1)4+2x0

(17 -1
—\8 10 —4

Remarques 4.2.
(a) Lorsque le nombre de colonnes de la matrice A n’est pas égal au nombre de
lignes de la matrice B alors le produit matriciel AB n’existe pas.
(b) 1l ne faut pas confondre le produit matriciel AB avec le produit matriciel
BA. L'un des deux produits matriciels peut exister sans que [’autre existe
(c’est le cas dans l'exemple qu’on vient de traiter). De plus méme si les
deuzr produits AB et BA existent on a souvent AB # BA; par exemple

1 2 1 -1 31
lorsqueAz(O 1>etB:<1 1 ),onaalorsAB:<1 1>et

11
pa-(11)
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(c) Le produit matriciel est associatif : pour toutes matrices A, B et C' tels que
les produits AB et BC' existent, on a (AB)C = A(BC).

(d) Le produit matriciel est distributif par rapport a laddition : quelles que
soient les matrices A, B et C telles que B+ C', AB et AC' existent, on a
AB+C)=AB+ AC.

(e) Lorsqu’il existe, le produit d’une matrice par une matrice nulle donne une
matrice nulle. D’un autre coté, si A est une matrice non nulle et si B est
une matrice non nulle le produit AB, lorsqu’il existe, peut quand méme

IS . 10
étre égal a la matrice nulle; on peut par exemple prendre A = ( 00 > et
00
1 1)
(f) Le produit d’une matrice par sa transposée existe toujours et donne une
matrice carrée symétrique.

B =

Définitions 4.2 (valeur propre et vecteur propre). Soit A une matrice carrée
d’ordre n, on dit qu’un nombre réel A est une valeur propre de A, s’il existe & une
matrice (ou vecteur) colonne non nulle de format (n,1) telle que AE = \E. Ce
vecteur colonne E est appelé vecteur propre de la matrice A associée a la valeur

/2 0 1/2
propre A. Supposons par exemple que A= | 1/3 1/3 1/3 | alors A =1 est une
1/4 1/4 1/2
1
valeur propre de la matrice A et un vecteur propre associé est E = | 1
1
Proposition 4.1. Soient p variables statistiques quantitatives
T11 T1p
X, = : oo Xp =
Tnl Tnp

qui ont été observées sur un échantillon de n individus. Les moyennes empiriques
de ces variables sont

1 & 1 &

7l — E' 7P — }:

r = — Lilyeeoy b = — Tip
n.:3 n.:3

Désignons par X. la matrice de format (n,p) dont les colonnes sont les versions
recentrées des variables X1, ..., X, c’est-a-dire les variables X1, ..., X, auzquelles
on a soustrait leur moyenne. Autrement dit on a

$11—T1 I’lp—fp
X, =

Tpg — T o0 Xy, — TP
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Désignons enfin par V = (8;j)1<ij<n la matrice carrée d’ordre n telle que

1
X! X.,
n

ot X! est la matrice transposée de la matrice X.. Alors les coefficients s;; de la
matrice V' vérifient

si;j = (Covariance empirique des variables X; et X;)

C’est pour cela que la matrice V' s’appelle matrice des variances-covariances
des variables X;,..., X,.

1 2
Exemple 4.1. Supposons quep=2,n=3, X;=| 2 | et Xo=]| 0 |. Ona
3 4
1+2+3 24+0+14
A s . S SR s e Bl
3 3

Dot

1-2 2-2 -1 0

X.=2-2 0-2 | = 0 -2

3—2 4-2 1 2

et
V_1<—1 0 1) _01 _02 _1<2 2>
3 0 -2 2 1 9 3\ 2 8
, oy . . a1 Q12 . , )
Définition 4.6. Soit A = ( o a ) une matrice carrée d’ordre 2, alors le
21 Q22
déterminant de A, que l’on note par det(A) ou encore par ZH 312 , est défini
21 022

par

det(A) = 11922 — Q21412
Par exemple si A = ( _11 i ) onadet(A)=1x4—(-1)x2=6

aix G2 013
Définition 4.7. Soit A = | as1 aos a3 | une matrice d’ordre 3, alors le dé-

az1 G322 0asg

aj; a2 Aas

terminant de A, que l'on note par det(A) ou encore par A = | as; a9 ass |,

a3; asz2 a33
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est défini par
det(A) = (—1)”1@2-1 det(A;"l) + (—1)”2@2-2 det(A;"Q) + (—1)i+3ai3 det(A;’},)

= (—1)1+ja1jdet(A1‘j) + (—1)2+ja2jdet(A§j) + (—1)3+ja3jdet(A§j) s

ou i et j sont des entiers naturels arbitraires compris entre 1 et 3, et ou, pour tous
k=1,2,3etl=1,2,3, on désigne par A}, la matrice carrée d’ordre 2 obtenue
en supprimant la k-ieme ligne et la [-iéme colonne de la matrice A.

1 0 1
Par exemple, supposons que A= 2 1 1 |.On a en prenant i = 1,

3 01

det(A)
11 2 1 2 1
(1)1 _1)1+2 1143
= (=)' x1x 01|+( 1)'7 x 0 % 31‘4—(1) X 1 x 30‘
—(1x1-0x1)4+0+(2x0-3x1)=1-3=—2
On a en prenant j =1,

det(A)
= (=D x 1 x (1) 1‘+(—1)2+1x2x 8 1 + (—1)*1 x 3 x (1) H

=(1x1-0x1)—2x(0x1-0x1)+3x(0x1—-1x1)=1-3=-2

Mais le plus avantageux pour faire le moins de calculs possible c¢’est de prendre
J = 2, on obtient alors

det(A)
2 1 11 11
(L 1\1+42 1)\2+2 1342
=(-1)""x0x 31|~|—( 1) x 0 x 31|+(1) X 0 x 21|
=0+ (1x1-3x1)=-2
ann a2 -0 Qin
so . . (21 Q22 - Q2n . )
Définition 4.8. Soit A = ] ] ] une matrice carrée d’ordre n,
ap1 Ap2 - Qpp
aix G2 - Qin
p . Q21 Q2 -+ d2n
alors le déterminant de A, que l’on note par det(A) ou encore par
Qp1 Ap2 *°°  Qnp
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est défini par

det(A) = Z(—l)”lail det(A}) = Z(—l)k+jakj det(Azj),
k=1

=1

ot 1 et 7 sont des entiers naturels arbitraires compris entre 1 et n, et ou, pour tous
E=1,2,....,nel =1 2...,n, on désigne par A}, la matrice carrée d’ordre
n — 1 obtenue en supprimant la k-iéme ligne et la [-iéme colonne de la matrice A.

Définition 4.9. On dit qu’une matrice carrée A d’ordre n est inversible lorsqu’il
existe une matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = 1, ou I désigne la
matrice identité. On dit aussi que B est l'inverse de A et on note B par A~'.

Théoréme 4.1. Une matrice carrée est inversible si et seulement si sont détermi-
nant est non nul.

Proposition 4.2. Soit A = ( ZH 312 ) une matrice carrée d’ordre 2 de déter-
21 Q22

minant non nul, on a alors

A1 = 1 Qg2  —012
det(A) \ —aa1  an
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