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Exercice 1 Nous notons par {Cn}n∈N et {Sn}n∈N∗ , les deux suites de fonctions de [0, 1] dans
R, définies pour tout x ∈ [0, 1], par C0(x) = 1 et pour tout n ∈ N∗ par Cn(x) =

√
2 cos(nπx) et

Sn(x) =
√

2 sin(nπx).
1) Pour tout t ∈ [0, 1] fixé, désignons par ft la fonction indicatrice de l’intervalle [0, t] ; montrer
que

ft = t C0 + π−1
+∞∑
n=1

n−1Sn(t) Cn ,

où la série converge dans l’espace de Lebesgue L2[0, 1].
2) On désigne par {εn}n∈N une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes, centrées
et réduites, définies sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) ; prouver que la série

t ε0 + π−1
+∞∑
n=1

n−1Sn(t) εn ,

converge dans L2(Ω). La variable aléatoire W (t) d’esigne la limite de cette série.
3) Montrer que le processus stochastique {W (t)}t∈[0,1] est un mouvement brownien standard.

Exercice 2 Soit {Bt}t∈[0,1] un mouvement brownien standard et soit p ∈ R∗+. Pour tout
n ∈ N∗ et i ∈ {0, . . . , n} on pose ti = i/n. Montrer que, lorsque n tend vers +∞, la variable
aléatoire (

n(p/2)−1) n−1∑
i=0

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣p
converge en probabilité vers un réel déterministe vp, puis prouver que la variable aléatoire

(
n(p−1)/2))(n−1∑

i=0

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣p − n1−p/2vp

)
,

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne.


