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Exercice 1 Soit {B;}icr, un mouvement Brownien standard et soit a un réel non nul fixé une
fois pour toute.
1) Désignons par s et ¢t deux réels arbitraires vérifiant 0 < s < t. Montrer que

E[exp (a(B, — BS))] = exp <%a2(t - s))

2) Soit (Fi)ier, la filtration naturelle associée a {B,}ier, , ¢’est-a-dire que pour tout ¢, F; =
o(Bs : 0<s<t). Désignons par {M, },cr, le processus stochastique défini pour tout ¢ par,

1
M; = exp (aBt - §a2t>.
Montrer que {M,; }cr, est ume martingale pour la filtration (F;)er, -

Exercice 2 H €]0,1[\{1/2} est un parametre fixé une fois pour toute. Pour tout t € R,
fi est 'application de R dans R définie quelque soit s € R\ {0, —t} par:

H—1/2 H—1/2
—|s["

fi(s) = }t + s‘

de plus par convention on suppose que f;(0) = f;(—t) = 0.

1) Montrer que pour tout ¢, la fonction f; appartient & L?(IR), I’espace de Hilbert des applications
de R dans R de carré intégrable au sens de Lebesgue.

2) Montrer qu'il existe un processus Gaussien centré a valeurs réelles, noté par { X (t) }ier. , qui
vérifie pour tous ty,ty € Ry,

B[X(0)X(t)] = [ fu(s)fulo)ds

3) Montrer que pour tous tq,ts € Ry,
2

B[(¥(0) = X(2)°] = [ (Fulo) = ful)) s

puis que
E [(X(tl) N X(t2)>2} = clt; — to*",

ouc=E[(X(1))%].
4) Montrer que pour tout réel T > 0 fixé, on peut construire {X (¢)}cjo,r) une version du pro-
cessus {X(t)}iep,m vérifiant la propriété suivante : il existe * un événement de probabilité

1, tel que pour tout w € Q*, 'application t — X (t,w) est une fonction Hélderienne sur [0, 7]

1



d’ordre v, ou 7y est un réel positif arbitraire vérifiant v < H.

5) Désignons par a un réel strictement positif arbitraire et fixé. Soient {Y(¢) }icr, et {Z(t) }ier,
les processus définis pour tout ¢, par Y(t) = X(at) et Z(t) = a? X (t). Montrer que ces deux
processus ont les mémes lois finies dimensionnelles.

Probleme On désigne par {B(t)}.c(0,1) la restriction a I'intervalle [0,1] de la version a trajec-
toires continues du mouvement Brownien standard. On suppose que ce mouvement Brownien
est défini sur un espace de probabilité (22, F,P). On a vu en cours, qu'il existe {eo} U {EM :
jeEN, keNetl1 <k<2 } une suite de variables aléatoires Gaussiennes centrées et réduites
définies sur (2, F,P) et il existe un événement 2* € F, P(Q*) = 1, tels que pour tous w € Q*
et t € [0,1],

+o0 27

B(t,w) =teo(w) + Y Y Ajr(t)ejr(w (*)

7=0 k=1
ou pour tous j et k, la fonction A, vérifie pour tout ¢t € [0, 1],

I

081t§é[k2— %

k—1/2
Aj7k(t) = 23/2( ) site [23 )27 :|> (**)
2112 (£ —t) site [k ;/2,%].

Rappelons enfin qu’on a montré en cours qu’il existe une variable aléatoire C* définie sur 2 et
a valeurs dans R, telle que pour tout w € Q*, pour tous j € Net k € {1,...,2}, on a

leje(w)] < C*w)y/1+ 5. (% % %)

Les parties I et II de ce probleme sont indépendantes.

Partie I: Désignons par t' et t” deux réels arbitraires, fixés une fois pour toute, vérifiant
0 <t <t < 1. On note par jo € N, I'unique entier tel que 277071 < ¢/ — ¢ < 2770, Pour tous
JEN, weQ et te|0,1], on pose

27

Fy(t,w) =) Ajalt)eju(w).

k=1

1) Montrer que pour tout ¢ € [0,1] et tout j € N, il existe un unique entier noté par k;(t)

appartenant a {1,...,27} tel que t € [k 3= L k2§) [
2) a) Montrer que pour tous ¢t € [0,1], w € Q* et j € N, on a |Fj(t,w)| < C*(w) 279/ /T+ .
b) Montrer que Y7 279/2 T+ j < ;27902 /T+ jo, o ey = Y5 2721 + 1.

¢) Montrer que pour tous t € [0,1] et w € QF,

S IE (Lw)] < 277207 w) e (1 — ) (1 + logy (1 — 1)),

J=jo



ou log, désigne le logarithme base 2.
3) Supposons que jo > 1 et désignons par j un entier naturel arbitraire vérifiant j < jo.
a) Montrer que k;(t") € {k;(t ) () + 1}
b) Montrer que ‘A],k. o (") = Djrye) (E)] < 207201 — ).
¢) Dans le cas ot k;(t") = k;(t') + 1, montrer que Ay, (") < 2072(t" — /).
d) Montrer que |F;(t",w) — Fj(t’,w)‘ < CHw) (" — 1) 29242 /T +7.
e) Montrer que
Jo—1

EZMMﬂMﬁ—FKﬂwHg4@”?—U_%fw)¢wh¢ﬁbgﬂﬂ—ﬂfg

4) Montrer que

[B(t",w) — B(t',w)] < C(w)y/ (" — ) (1 +logy((t — #)1)),

o C (w) est un réel qui ne dépend pas de t’ et t".

Partie II: 1) Soit Z une variable aléatoire Gaussienne centrée et réduite, montrer que pour

tout réel x > 0, on a
(2m)~2 —22/2

2+1 ’
on pourra étudier le sens de variation de la fonction f: R, — R,
z— f(z)=ze ™2 — (22 + 1) f+oo —u*/2 .
2) Désormais, nous notons par ¢ une constante déterministe vérifiant 0 < ¢ < v/2log2, ou log
désigne le logarithme népérien. Pour tous j € N et k € {1,...,27} nous désignons par A,

I’événement,
Ajr = {w cQ: 'B(%,w) - B(%,w) > 279/ \/5}

a) Montrer que pour tout j € Net k€ {1,...,2}, on a P(4;,) = P(4;1).
b) Montrer que pour tout j € N, on a

P(Z > x) >

@2m)ei .
P(A) 2 = e

¢) Montrer que pour tout x € R,ona 1 —x <e 7.
d) Désignons par A5, I'événement contraire de A; ;. Montrer que

Z <ﬂA ><+oo.

7=0

e) Montrer qu’il existe un événement {2** de probabilité 1, tel que pour tout w € Q** et tout
réel a < 1/2,

{ |B(t",w) — | B(t',w)]
sup

|7 — ¢/ (1 + logy (¢ — #/)-1))

't e|0,1) et t" #£ t’} = +00.



