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Le sujet de l’examen consiste en un problème dont les deux parties peuvent être traitées
indépendamment l’une de l’autre. Dans tout ce problème, {Wt}t∈[0,1] désigne un mouvement
brownien standard défini sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) ; de plus, on suppose que pour
tout ω ∈ Ω, la fonction t 7−→ Wt(ω) est continue sur [0, 1] et vérifie W0(ω) = 0. Dans tout
ce problème, l’espace des fonctions à valeurs réelles continues sur [0, 1], est noté par C ; il est
muni de la norme de la convergence uniforme ‖ · ‖∞ et de BC la σ-algèbre borélienne.

Partie I Soient m et M , les variables aléatoires réelles définies par m = mint∈[0,1]Wt et M =
maxt∈[0,1]Wt. On note par (ξl)l∈N∗ une suite de variables aléatoires à valeurs dans {−1, 1},
définies sur (Ω,F , P ), mutuellement indépendantes, identiquement distribuées, et vérifiant

P (ξl = 1) = P (ξl = −1) = 1/2 , pour tout l ∈ N∗ ;

de plus on désigne par (Si)i∈N, la suite des variables aléatoires telles que pour tout ω ∈ Ω on a,
S0(ω) = 0 et quelque soit i ∈ N∗,

Si(ω) =
i∑
l=1

ξl(ω).

Enfin, pour tout n ∈ N, on pose mn = min0≤i≤n Si et Mn = max0≤i≤n Si.
1) Soit H : C −→ R3 (R3 est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout x ∈ C
par

H(x) =
(

min
t∈[0,1]

x(t), max
t∈[0,1]

x(t), x(1)
)
.

a) Montrer que H est une fonction lipschitzienne.
b) En déduire que lorsque n tend vers +∞, le vecteur aléatoire n−1/2(mn,Mn, Sn) converge

en loi vers (m,M,W1).
2) Pour tout n ∈ N et j ∈ Z, on pose pn(j) = P

(
{ω ∈ Ω : Sn(ω) = j}

)
; de plus pour tous

a, b, v ∈ Z, vérifiant
a ≤ 0 ≤ b et a < b et a ≤ v ≤ b, (∗)

on pose
pn(a, b, v) = P

(
{ω ∈ Ω : a < mn(ω) ≤Mn(ω) < b et Sn(ω) = v}

)
.

a) Montrer que les séries
∑+∞

k=−∞ pn
(
v + 2k(b − a)

)
et
∑+∞

k=−∞ pn
(
2b − v + 2k(b − a)

)
sont

convergentes.
b) On désigne par E(n, a, b, v) l’égalité :

pn(a, b, v) =
+∞∑

k=−∞

pn
(
v + 2k(b− a)

)
−

+∞∑
k=−∞

pn
(
2b− v + 2k(b− a)

)
.
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(i) Montrer que E(n, 0, b, v) est vraie pour tous n ∈ N, b ∈ N∗ et v ∈ N, tels que v ≤ b.

(ii) Montrer que E(n, a, 0, v) est vraie pour tous n ∈ N, a ∈ Z∗− et v ∈ Z−, tels que a ≤ v.

(iii) On admet que E(0, a, b, v) est vraie pour tous a, b, v ∈ Z vérifiant (∗) ; au moyen d’un
raisonnement par récurrence sur n, montrer que E(n, a, b, v) est vraie pour tout n ∈ N∗
et tous a, b, v ∈ Z vérifiant (∗).

3) Soient a, b, u, r ∈ Z vérifiant

a ≤ 0 ≤ b et a ≤ u < r ≤ b,

montrer que pour tout n ∈ N, on a

P (a < mn ≤Mn < b, u < Sn < r)

=
+∞∑

k=−∞

P
(
u+ 2k(b− a) < Sn < r + 2k(b− a)

)
−

+∞∑
k=−∞

P
(
2b− r + 2k(b− a) < Sn < 2b− u+ 2k(b− a)

)
.

4) Soit l’ensemble Θ =
{

(α′, β′, γ′, δ′) ∈ R4 : α′ < β′ et α′ ≤ γ′ < δ′ ≤ β′
}

; nous désignons par
(α, β, γ, δ) un élément fixé de Θ qui vérifie α ≤ 0 et β ≥ 0.

a) Pour tout n ∈ N∗, nous posons

an = [αn1/2], bn = −[−βn1/2], un = [γn1/2] et rn = −[−δn1/2],

où [ · ] désigne la fonction partie entière. Montrer que le vecteur n−1/2(an, bn, un, rn) appartient
à Θ, et que ce vecteur converge vers (α, β, γ, δ) lorsque n tend vers +∞.

b) Pour tout (α′, β′, γ′, δ′) ∈ Θ, nous notons par Aγ
′,δ′

α′,β′ le sous-ensemble borélien de R3 défini

par Aγ
′,δ′

α′,β′ =
{

(x, y, z) ∈ R3 : α′ < x ≤ y < β′ et γ′ < z < δ′
}

; nous admettons que pour tout
(α′, β′, γ′, δ′) ∈ Θ, on a

P
(
(m,M,W1) ∈ ∂Aγ

′,δ′

α′,β′

)
= 0,

où ∂Aγ
′,δ′

α′,β′ désigne la frontière de Aγ
′,δ′

α′,β′ . Montrer que pour tout (α′, β′, γ′, δ′) ∈ Θ, on a

P
(
(m,M,W1) ∈ Aγ

′,δ′

α′,β′

)
= lim

n→+∞
P
(
n−1/2(mn,Mn, Sn) ∈ Aγ

′,δ′

α′,β′

)
et en déduire que

P
(
α < m ≤M < β, γ < W1 < δ

)
= lim

n→+∞
P
(
an < mn ≤Mn < bn, un < Sn < rn

)
.

c) Pour tout k ∈ Z, nous posons

gk(α, β, γ, δ) =
1√
2π

∫ δ+2k(β−α)

γ+2k(β−α)
e−x

2/2 dx et hk(α, β, γ, δ) =
1√
2π

∫ 2β−γ+2k(β−α)

2β−δ+2k(β−α)
e−x

2/2 dx ;
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montrer que

gk(α, β, γ, δ) = lim
n→+∞

P
(
un + 2k(bn − an) < Sn < rn + 2k(bn − an)

)
et que

hk(α, β, γ, δ) = lim
n→+∞

P
(
2bn − rn + 2k(bn − an) < Sn < 2bn − un + 2k(bn − an)

)
.

d) Au moyen de 3), 4)a), 4)b) et 4)c), montrer que

P (α < m ≤M < β, γ < W1 < δ) =
∑
k∈Z

(
gk(α, β, γ, δ)− hk(α, β, γ, δ)

)
.

Partie II Soit {Yt}t∈[0,1] le processus stochastique, appelé pont brownien, défini par :

Yt(ω) = Wt(ω)− tW1(ω), pour tout (t, ω) ∈ [0, 1]× Ω.

1) Montrer que {Yt}t∈[0,1] est un processus gaussien centré dont les trajectoires sont des fonctions
continues.
2) Pour tout n ∈ N∗, soit l’événement An =

{
ω ∈ Ω : 0 < W1(ω) < n−1

}
, montrer que

P (An) > 0 et que
∣∣n(2π)1/2P (An)− 1

∣∣ < n−2/2.
3) On note par Y la variable aléatoire de (Ω,F , P ) dans (C,BC) induite par le pont brownien
{Yt}t∈[0,1] ; plus précisément, pour tout ω ∈ Ω, Y (ω) est la trajectoire t 7−→ Yt(ω). On désigne
par PY la loi de la variable aléatoire Y , c’est-à-dire la mesure de probabilité sur BC , définie
par :

PY (B) = P
(
Y −1(B)

)
, pour tout B ∈ BC ,

où Y −1(B) = {ω ∈ Ω : Y (ω) ∈ B} est l’image réciproque de B par Y . Pour tout n ∈ N∗, on
désigne par Qn, la mesure de probabilité sur BC , définie par :

Qn(B) = P
(
Y −1(B)/An

)
=
P
(
An ∩ Y −1(B)

)
P (An)

, pour tout B ∈ BC .

a) Nous supposons que k ∈ N∗ et t1, . . . , tk ∈ [0, 1] sont arbitraires et fixés. Montrer que la
variable aléatoire W1 est indépendante du vecteur aléatoire (Yt1 , . . . , Ytk). On pourra utiliser
le fait que pour tout d ∈ N∗, tout vecteur gaussien centré Z à valeurs dans Rd et dont les
coordonnées sont linéairement indépendantes, admet une densité de probabilité fZ , telle que
pour tout z ∈ Rd,

fZ(z) = (2π)−d/2
(

det
(∑

Z

))−1/2
exp

(
− 2−1z∗

∑−1
Z z
)

;

où z est identifié à une matrice colonne dont la transposée est notée z∗, et où
∑−1

Z désigne
l’inverse de

∑
Z la matrice de variances-covariances de Z.

b) Nous supposons que D est un cylindre de C, autrement dit, il existe k ∈ N∗, il existe
t1, . . . , tk ∈ [0, 1], et il existe V un sous-ensemble borélien de Rk, tels que

D =
{
x ∈ C : (x(t1), . . . , x(tk)) ∈ V

}
.
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Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a Qn(D) = PY (D) ; en déduire que Qn(B) = PY (B) pour
tout B ∈ BC .
4) On note par W la variable aléatoire de (Ω,F , P ) dans (C,BC) induite par le mouvement
brownien {Wt}t∈[0,1] ; plus précisément, pour tout ω ∈ Ω, W (ω) est la trajectoire t 7−→ Wt(ω).
Pour tout n ∈ N∗, on désigne par Hn, la mesure de probabilité sur BC , définie par :

Hn(B) = P
(
W−1(B)/An

)
=
P
(
An ∩W−1(B)

)
P (An)

, pour tout B ∈ BC ,

où W−1(B) = {ω ∈ Ω : W (ω) ∈ B} est l’image réciproque de B par W . Enfin, pour tout x ∈ C
et O ⊂ C, on pose dist(x,O) = inf

{
‖x−z‖∞ : z ∈ O

}
, avec la convention que dist(x,O) = +∞

lorsque O est l’ensemble vide.
a) Soit F un sous-ensemble fermé arbitraire de C, montrer que l’on a pour tout n ∈ N∗,

Hn(F ) ≤ Qn(Fn), où Fn est le sous-ensemble de C défini par Fn =
{
x ∈ C : dist(x, F ) ≤ n−1

}
.

b) Au moyen de 4)a) et 3)b), montrer que lorsque n tend vers +∞, alors Hn ⇒ PY .
5) Soient ν et µ, les variables aléatoires réelles définies par ν = mint∈[0,1] Yt et µ = maxt∈[0,1] Yt.
Soient α et β deux réels vérifiant α ≤ 0 < β. Nous notons par Λα,β le sous-ensemble borélien
de R2 défini par Λα,β =

{
(x, y) ∈ R2 : α < x ≤ y < β

}
; nous admettons que

P
(
(ν, µ) ∈ ∂Λα,β

)
= 0,

où ∂Λα,β désigne la frontière de Λα,β.
a) Soit Φ : C −→ R2 (R2 est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout

x ∈ C par
Φ(x) =

(
min
t∈[0,1]

x(t), max
t∈[0,1]

x(t)
)
.

Montrer que Φ est lipschitzienne et en déduire que l’on a

PY
(
Φ−1(Λα,β)

)
= lim

n→+∞
Hn

(
Φ−1(Λα,β)

)
,

où Φ−1(Λα,β) est l’image réciproque de Λα,β par Φ.
b) Montrer que pour tout k ∈ Z, pour tout n ∈ N vérifiant n ≥ β−1, et pour tout x ∈ [0, 1/n],

on a∣∣∣∣ exp
(
− 2−1

(
x+ 2k(β − α)

)2)− exp
(
− 2−1

(
2k(β − α)

)2)∣∣∣∣
≤ 2n−1

(
|k|+ 1

)
(β − α)

(
exp

(
− 2−1

(
2(|k| − 1)(β − α)

)2)
+ exp

(
− 2−1

(
2|k|(β − α)

)2))
.

c) Au moyen de 5)b), montrer que∑
k∈Z

exp
(
− 2−1

(
2k(β − α)

)2)
= lim

n→+∞
n(2π)1/2

∑
k∈Z

gk(α, β, 0, n
−1),

et en déduire que∑
k∈Z

exp
(
− 2−1

(
2k(β − α)

)2)
= lim

n→+∞

1

P (An)

∑
k∈Z

gk(α, β, 0, n
−1) ;
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rappelons que (voir 4)c) de la Partie I),

gk(α, β, 0, n
−1) = (2π)−1/2

∫ n−1+2k(β−α)

2k(β−α)
exp

(
− 2−1x2

)
dx.

d) Montrer que pour tout k ∈ Z, pour tout n ∈ N vérifiant n ≥ β−1, et pour tout x ∈ [0, 1/n],
on a∣∣∣∣ exp

(
− 2−1

(
x− 2β − 2k(β − α)

)2)− exp
(
− 2−1

(
− 2β − 2k(β − α)

)2)∣∣∣∣
≤ 2n−1

(
|k|+ 1

)
(β − α)

(
exp

(
− 2−1

(
2(|k| − 1)(β − α)

)2)
+ exp

(
− 2−1

(
2|k|(β − α)

)2))
.

e) Au moyen de 5)d), montrer que∑
k∈Z

exp
(
− 2−1

(
2β + 2k(β − α)

)2)
= lim

n→+∞
n(2π)1/2

∑
k∈Z

hk(α, β, 0, n
−1),

et en déduire que∑
k∈Z

exp
(
− 2−1

(
2β + 2k(β − α)

)2)
= lim

n→+∞

1

P (An)

∑
k∈Z

hk(α, β, 0, n
−1) ;

rappelons que (voir 4)c) de la Partie I)

hk(α, β, 0, n
−1) = (2π)−1/2

∫ 2β+2k(β−α)

2β−n−1+2k(β−α)
exp

(
− 2−1x2

)
dx.

f) Au moyen de 5)a), de 4)d) de la Partie I, de 5)c) et de 5e), montrer que

P
(
α < ν ≤ µ < β

)
=
∑
k∈Z

(
exp

(
− 2−1

(
2k(β − α)

)2)− exp
(
− 2−1

(
2β + 2k(β − α)

)2))
.
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