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Le sujet de I'’examen consiste en un probleme dont les deux parties peuvent étre traitées
indépendamment 1'une de l'autre. Dans tout ce probleme, {W;}ico1) désigne un mouvement
brownien standard défini sur un espace de probabilité (2, F, P) ; de plus, on suppose que pour
tout w € Q, la fonction ¢ — W;(w) est continue sur [0, 1] et vérifie Wy(w) = 0. Dans tout
ce probleme, I'espace des fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1], est noté par C' ; il est
muni de la norme de la convergence uniforme || - || et de B¢ la o-algebre borélienne.

Partie I Soient m et M, les variables aléatoires réelles définies par m = min,co,1) Wy et M =
maxcjo1] Wi On note par (§)ien+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans {—1,1},
définies sur (2, F, P), mutuellement indépendantes, identiquement distribuées, et vérifiant

P =1)=P(=-1)=1/2, pour tout ! € N*;

de plus on désigne par (.5;);en, la suite des variables aléatoires telles que pour tout w € € on a,
So(w) = 0 et quelque soit i € N*,

Siw) = &lw).

Enfin, pour tout n € N, on pose m,, = ming<;<, S; et M,, = maxo<;<p 5;.
1) Soit H : C — R3 (R? est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout = € C
par
H = i t t 1)).
() (tgféﬁ}”( ), mmax a(t), )
a) Montrer que H est une fonction lipschitzienne.
b) En déduire que lorsque n tend vers +oo, le vecteur aléatoire n='/2(m,,, M,, S,) converge
en loi vers (m, M, W).
2) Pour tout n € N et j € Z, on pose p,(j) = P({w € Q : S,(w) = j}) ; de plus pour tous
a,b,v € Z, vérifiant
a<0<b et a<b et a<wv<h, (%)
on pose
pn(a,b,v) = P({w € Q: a < my(w) < M,(w) <b et Sp(w) =v}).
a) Montrer que les séries >, p, (v +2k(b—a)) et 3027 p, (20 — v + 2k(b — a)) sont
convergentes.
b) On désigne par E(n,a,b,v) I'égalité :

“+o00 —+00

pala,b,v) = Z pn(v+2k3(b—a)) — Z pn(2b—v+2k(b—a)).

k=—o00 k=—o00



(i) Montrer que £(n,0,b,v) est vraie pour tous n € N, b € N* et v € N, tels que v < b.
(ii) Montrer que £(n,a,0,v) est vraie pour tous n € N, a € Z* et v € Z_, tels que a < v.

(iii) On admet que £(0,a,b,v) est vraie pour tous a,b,v € Z vérifiant (%) ; au moyen d’un
raisonnement par récurrence sur n, montrer que £(n,a,b,v) est vraie pour tout n € N*
et tous a, b,v € Z vérifiant (x).

3) Soient a, b, u,r € Z vérifiant
a<0<b et a<u<r<hb,
montrer que pour tout n € N, on a

Pla <m, <M, <bu<S,<r)
+oo
= > Pu+2k(b—a) < S, <r+2kb—a))

k=—o0

— > P(2b—r+2k(b—a) < S, <2b—u+2k(b—a)).

k=—o00

4) Soit l'ensemble © = {(o/, #/,7,8') e R*: o/ < ' et o/ <7/ < < '} ; nous désignons par
(a, B,7,0) un élément fixé de © qui vérifie « < 0 et § > 0.
a) Pour tout n € N*  nous posons

an = [an'’?], b, = —[=pn'?, u, = [yn'?] et r, = —[-on'/3,

ot [ -] désigne la fonction partie entiere. Montrer que le vecteur n=/2(ay, b,, un, r,,) appartient
a ©, et que ce vecteur converge vers (o, 3,7, 9) lorsque n tend vers +oo.
b) Pour tout (<, 5',7,d") € ©, nous notons par Al : B’ le sous-ensemble borélien de R? défini

?a/r A/Zy/,%// ;) {(z,y,2) eR*: ¢/ <z <y < ety <z<d} ;nous admettons que pour tout
o, B',9,0") € O, on a
/76/
P((m, M, Wy) € 0A%%) =0,

ol OAZ:,”‘;, désigne la frontiere de AZ,:%’,. Montrer que pour tout (o, ',7/,¢') € ©, on a

P((m, M, Wy) € AL%) = lim P(n™"2(m,, My, S,) € AL%)

n—-+o0o

et en déduire que

P(a<m§M<ﬁ,7<W1<5): lim P(an<mn§Mn<bn,un<Sn<Tn).

n——+oo
c) Pour tout k € Z, nous posons
ol B /5+2k(ﬁ @) e dr et hyla, B,7,0) = L/Qﬂ—'y—mk(ﬁ—&) g
T Vo s B V21 Jass510k(8-a) ’



montrer que

gk(aaﬁf%é) = lim P(un + Zk(bn - an) < Sn <7Tp+ 2k<bn - an))

n—-+o0o

et que

hi(e, 8,7,0) = lim P(an —1n + 2k(b, — a,) < S, < 2b, — up, + 2k(b, — an)).

n—-+o0o

d) Au moyen de 3), 4)a), 4)b) et 4)c), montrer que

Pla<m<M<p,y<W; <) = Z (gk(a,ﬁ,’y,5) — hk(a,57’775))~
keZ

Partie II Soit {Y;}icp01] le processus stochastique, appelé pont brownien, défini par :
Yi(w) = Wi(w) —t Wi(w), pour tout (¢,w) € [0,1] x Q.

1) Montrer que {Y; }1¢(0,1) est un processus gaussien centré dont les trajectoires sont des fonctions
continues.
2) Pour tout n € N*, soit I'événement A, = {w € Q : 0 < Wj(w) < n~'}, montrer que
P(A,) > 0 et que |n(2m)/2P(A,) — 1] <n7?/2.
3) On note par Y la variable aléatoire de (2, F, P) dans (C, B¢) induite par le pont brownien
{Yi}ico,1) 5 plus précisément, pour tout w € Q, Y (w) est la trajectoire ¢t — Y;(w). On désigne
par Py la loi de la variable aléatoire Y, c’est-a-dire la mesure de probabilité sur Bo, définie
par :

Py(B) = P(Y~'(B)), pour tout B € B¢,

ot Y7Y(B) = {w € Q:Y(w) € B} est 'image réciproque de B par Y. Pour tout n € N*, on

désigne par Q,,, la mesure de probabilité sur B¢, définie par :

P(An N Y”(B))
pour tout B € Be.

Qn(B) = P(Y™'(B)/An) =

P(Ay) ’
a) Nous supposons que k € N* et tq,...,t; € [0, 1] sont arbitraires et fixés. Montrer que la
variable aléatoire W) est indépendante du vecteur aléatoire (Y;,,...,Y:, ). On pourra utiliser

le fait que pour tout d € N*, tout vecteur gaussien centré Z a valeurs dans R? et dont les
coordonnées sont linéairement indépendantes, admet une densité de probabilité f,, telle que
pour tout z € RY,

f7(2) = (2m) 2 (det (£5))Pexp (- 272°%5")

ou z est identifié & une matrice colonne dont la transposée est notée z*, et ou Z}l désigne
I'inverse de ), la matrice de variances-covariances de Z.

b) Nous supposons que D est un cylindre de C, autrement dit, il existe £ € N* il existe
t1,...,t, €10,1], et il existe V un sous-ensemble borélien de R, tels que

D={zeC:(x(tr),...,z(ty)) € V}.
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Montrer que pour tout n € N*, on a Q, (D) = Py (D) ; en déduire que Q,(B) = Py (B) pour
tout B € Be.

4) On note par W la variable aléatoire de (2, F, P) dans (C, B¢) induite par le mouvement
brownien {W/}icj0,1) ; plus précisément, pour tout w € Q, W(w) est la trajectoire t — Wy(w).
Pour tout n € N*, on désigne par H,, la mesure de probabilité sur B¢, définie par :

P(A, NnW(B))
P(A,)

H,(B)=P(W(B)/A,) = pour tout B € Be,
ot WY B) = {w € Q: W(w) € B} est I'image réciproque de B par W. Enfin, pour tout z € C
et O C C, on pose dist(z, O) = inf {||lz—z|| : z € O}, avec la convention que dist(z,0) = 400
lorsque O est I'ensemble vide.
a) Soit F' un sous-ensemble fermé arbitraire de C', montrer que l'on a pour tout n € N*|
Ho(F) < Qn(Fy,), ot F, est le sous-ensemble de C' défini par F,, = {z € C : dist(z, F) < n7'}.
b) Au moyen de 4)a) et 3)b), montrer que lorsque n tend vers +oo, alors H,, = Py-.
5) Soient v et p, les variables aléatoires réelles définies par v = mingepo1) ¥; et g = maxyepo1) Yz
Soient a et 3 deux réels vérifiant « < 0 < 3. Nous notons par A, g le sous-ensemble borélien
de R? défini par Anp = {(z,y) € R*: a <z <y < B} ; nous admettons que

P((v,p) € 0Nap) =0,

ou OA, g désigne la frontiere de A, g.
a) Soit @ : ¢ — R? (R? est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout
x € C par

O(z) = ( mi .
(#) = (min =(t), max (1))

Montrer que ® est lipschitzienne et en déduire que 1'on a

Py (01 (Anp)) = lim H,(® (Aag)),

n—-+oo

ot ®1(A, 5) est 'image réciproque de A, s par .
b) Montrer que pour tout k € Z, pour tout n € N vérifiant n > 571, et pour tout z € [0,1/n],
on a

exp (=27 (x+ 26(8 — ))”) —exp (27 (2k(5 ~ ))’)

< 2n_1(|k3| + 1)(ﬂ —a) (exp ( — 2_1(2(|k‘| - 1)(B - a))2> + exp ( — 2_1(2|k|(6 — a))2>).
¢) Au moyen de 5)b), montrer que

e (=27 2K - )") = L n ()" S gu(a 6,0,071),
kez kez

et en déduire que
. 1 _
Zexp ( - 271 (2k(ﬁ - &))2> = nl—l>r—ir-1<>o P(A ) ng(aaﬁ7oan 1) ;

keZ keZ
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rappelons que (voir 4)c) de la Partie 1),
n~14+2k(B—a)
gr(a, B,0,n7 1) = (27r)_1/2/ exp ( — 2_1332) dx.
2k(B—a)

d) Montrer que pour tout k € Z, pour tout n € N vérifiant n > 571, et pour tout x € [0, 1/n],
on a

exp ( — 27z —28 —2k(B - a))2> — exp ( —27M(—28—2k(B - a))2>
<2n (k] + 1)(8 - a) <exp (=27 @0k = 1)(5 - ))?) + exp ( — 27 (20815 - a>)2)).

e) Au moyen de 5)d), montrer que

Zexp<—2 25—}—216(5 ))2> = lim n(2n) I/Qth ,B,0,n71),

n—-+oo
keZ keZ

et en déduire que

Zexp ( "(28 4 2k(B — ))2) = nl—lgrf—loo Z hi(a, 3,0,n7") ;
keZ keZ

rappelons que (voir 4)c) de la Partie I)
28+42k(B—a)
hi(a, 3,0,n71) = (2#)_1/2/ exp ( — 2_1x2) dz.
28—n"14+2k(B—a)
f) Au moyen de 5)a), de 4)d) de la Partie I, de 5)c) et de 5e), montrer que

Pla<v<p<fB)=)_ (eXp ( — 271 (2k(B - a))2> — exp ( —271(28 + 2k(B — a)>2)>.

kEZ



