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Examen de Processus Stochastiques

Le 11 janvier 2013 (durée 3 heures)
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Problème 1 Soit (Ek)k≥1 une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes de
même loi exponentielle de paramètre λ ∈ R∗+ (c’est-à-dire que sa densité de probabilité vaut
λe−λx1{0≤x} pour presque tout réel x), définies sur un espace de probabilité (Ω,F ,P). Pour
tout entier n ≥ 1, nous notons par Tn la v.a.r. définie par Tn =

∑n
k=1 Ek. Pour tout t ∈ R+

fixé, N(t) désigne la variable aléatoire à valeurs dans N ∪ {+∞}, définie par

N(t) =
+∞∑
n=1

1{Tn≤t},

où, pour tout n ∈ N∗ fixé, 1{Tn≤t} est la variable aléatoire à valeurs dans {0, 1}, telle que : pour
tout ω ∈ Ω, 1{Tn≤t}(ω) = 1 lorsque Tn(ω) ≤ t et 1{Tn≤t}(ω) = 0 sinon.
1) Montrer que N(0) = 0 presque sûrement.
2) Montrer qu’il existe un événement de probabilité 1, que l’on note par Ω∗, tel que l’on a pour
tout ω ∈ Ω∗ et tout t ∈ R+, N(t, ω) < +∞ (indication : on commencera d’abord par prouver
que presque sûrement, limn→+∞ n

−1Tn = λ−1).
3) Montrer que pour tout m ∈ N∗, fm la densité de probabilité du vecteur aléatoire (T1, . . . , Tm)
existe et qu’elle est donnée, pour presque tout (x1, . . . , xm) ∈ Rm, par,

fm(x1, . . . , xm) = λme−λxm1{0≤x1≤...≤xm}.

4) a) Pour tout m ∈ N∗, déterminer la densité de probabilité du vecteur aléatoire (Tm, Tm+1).
b) En déduire que pour tout t ∈ R∗+, N(t) suit une loi de Poisson de paramètre λt ; rappelons
que l’on dit qu’une variable aléatoire X définie sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P) et à valeurs
dans N ∪ {+∞}, suit une loi de Poisson de paramètre α ∈ R∗+, lorsque : P(X = +∞) = 0 et
pour tout m ∈ N, on a

P(X = m) = e−α
αm

m!
.

5) Supposons que (λl)l≥1 est une suite croissante de réels strictement positifs.
a) Construiser une suite (Xl)l≥1 de variables aléatoires définies sur l’espace de probabilité
(Ω,F ,P) et à valeurs dans N ∪ {+∞}, vérifiant pour tout l ∈ N∗, les deux propriétés suiv-
antes : (i) Xl suit une loi de Poisson de paramètre λl ; (ii) pour tout ω ∈ Ω, Xl(ω) ≤ Xl+1(ω).
b) Montrer que liml→+∞ λl = +∞ si et seulement si liml→+∞Xl = +∞ presque sûrement.

Problème 2 Dans tout ce problème, (εn)n∈Z est une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes gaussiennes centrées et réduites, définies sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) ;
de plus (λl)l∈N désigne une suite de réels appartenant à l’intervalle ]1, 2], qui converge vers 1.
Pour tout (l, N) ∈ N2, nous notons par {Xl,N(t)}t∈[0,1] le processus stochastique défini pour
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tout t ∈ [0, 1], par,

Xl,N(t) = (λl − 1)1/2
N∑

n=−N

εnλ
−n/2
l sin(λnl t).

1) Montrer que {Xl,N(t)}t∈[0,1] est un processus gaussien centré (centré signifie que pour tout
t ∈ [0, 1], on a E(Xl,N(t)) = 0).
2) Prouver que pour tous l ∈ N et t ∈ R+ fixés, lorsque N tend vers +∞, la suite de variables
aléatoires (Xl,N(t))N∈N converge dans L2(Ω) vers une variable aléatoire que l’on note par Xl(t).
3) Montrer que pour tout l ∈ N fixé, {Xl(t)}t∈[0,1] est un processus gaussien centré et que l’on
a pour tout (t1, t2) ∈ [0, 1]2,

cov
(
Xl(t1), Xl(t2)

)
= (λl − 1)

+∞∑
n=−∞

λ−nl sin(λnl t1) sin(λnl t2).

4) a) Prouver que pour tous l ∈ N et (t1, t2) ∈ [0, 1]2, on a

E
[(
Xl(t1)−Xl(t2)

)2] ≤ 10|t1 − t2|.

(Indication : on peut supposer que 0 < |t1 − t2|, on vous suggère alors de découper la série qui

donne E
[(
Xl(t1) − Xl(t2)

)2]
, en deux parties :

∑n0

n=−∞ · · · et
∑+∞

n=n0+1 · · ·, où n0 est l’unique

entier naturel tel que λ−n0−1
l < |t1 − t2| ≤ λ−n0

l ).
b) En déduire que, pour tout l ∈ N, le processus {Xl(t)}t∈[0,1] admet une modification (i.e. une

version) {X̃l(t)}t∈[0,1] dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des fonctions höldériennes
d’ordre γ, où γ ∈]0, 1/2[ est arbitraire.
5) a) Soit G une variable aléatoire réelle gaussienne centrée et réduite, montrer que

E
(

exp(G2/4)
)
< +∞.

b) En déduire que
+∞∑
n=0

P
(

exp(ε2n/4) > 2 + n
)
< +∞.

c) En utilisant 5)b), montrer qu’il existe un événement de probabilité 1, noté par Ω∗, tel que

sup
n∈Z

|εn(ω)|√
log(2 + |n|)

< +∞, pour tout ω ∈ Ω∗,

où log désigne le logarithme népérien.
6) Pour tout (l, N) ∈ N × N∗, désignons par {Yl,N(t)}t∈[0,1] et {Zl,N(t)}t∈[0,1] les processus
stochastiques définis pour tout (t, ω) ∈ [0, 1]× Ω, par

Yl,N(t, ω) = (λl − 1)1/2
−1∑

n=−N

εn(ω)λ
−n/2
l sin(λnl t), lorsque ω ∈ Ω∗,

Zl,N(t, ω) = (λl − 1)1/2
N∑
n=0

εn(ω)λ
−n/2
l sin(λnl t), lorsque ω ∈ Ω∗,
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et Yl,N(t, ω) = Zl,N(t, ω) = 0, lorsque ω /∈ Ω∗. Fixons ω ∈ Ω et désignons par Yl,N(·, ω) et
Zl,N(·, ω) les fonctions continues sur [0, 1], t 7→ Yl,N(t, ω) et t 7→ Zl,N(t, ω).
a) Montrer que lorsque N tend vers +∞, la fonction Zl,N(·, ω) converge uniformément vers une
fonction continue sur [0, 1], que l’on note par Zl(·, ω).
b) Montrer que lorsque N tend vers +∞, la fonction Yl,N(·, ω) converge uniformément vers une
fonction de classe C∞ sur [0, 1], que l’on note par Yl(·, ω).
c) Désignons par {X̌l(t)}t∈[0,1] le processus stochastique défini pour tout (t, ω) ∈ [0, 1] × Ω,

par X̌l(t, ω) = Yl(t, ω) + Zl(t, ω). Prouver que les processus {X̃l(t)}t∈[0,1] et {X̌l(t)}t∈[0,1] sont
indistinguables.
7) On suppose que t ∈ [0, 1] est arbitraire et fixé. On note par ht la fonction de classe C∞ sur
R+ définie par ht(0) = t et ht(ξ) = ξ−1 sin(ξt) pour tout ξ > 0. Pour tout l ∈ N, on note par
K−t,l, la fonction définie pour tout ξ ∈ R+, par

K−t,l(ξ) =
−1∑

n=−∞

ht(λ
n
l )1[λnl ,λ

n+1
l [(ξ) .

a) Montrer que ht et K−t,l appartiennent à l’espace de Lebesgue L2(R+).

b) Prouver que liml→+∞
∥∥ht1]0,1[ −K−t,l

∥∥
L2(R+)

= 0.

8) Pour tous l ∈ N et t ∈ [0, 1], on note par K+
t,l, la fonction définie pour tout ξ ∈ R+, par

K+
t,l(ξ) =

+∞∑
n=0

ht(λ
n
l )1[λnl ,λ

n+1
l [(ξ) .

a) Montrer que K+
t,l appartient à L2(R+).

b) Prouver que pour tout (t1, t2) ∈ [0, 1]2, on a∫ +∞

1

ht1(ξ)ht2(ξ) dξ = lim
l→+∞

∫ +∞

1

K+
t1,l

(ξ)K+
t2,l

(ξ) dξ .

9) a) Etablir l’existence d’un processus gaussien centré, noté par {X(t)}t∈R+ , telle que l’on a

cov
(
X(t1), X(t2)

)
=

∫ +∞

0

ht1(ξ)ht2(ξ) dξ , pour tout (t1, t2) ∈ R2
+.

b) Montrer que ce processus est en fait un mouvement brownien (indication : on pourra calculer
pour tout (t, ξ) ∈ [0, 1]× R, l’intégrale

∫ t
−t e

−iξx dx).
c) Montrer que lorsque l tend vers +∞, le processus {Xl(t)}t∈R+ converge vers le processus
{X(t)}t∈R+ , au sens des lois fini-dimensionnelles.
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