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Probléme 1 Soit (&)r>1 une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes de
méme loi exponentielle de parametre A € RY (c’est-a-dire que sa densité de probabilité vaut
/\6_’”1{09} pour presque tout réel z), définies sur un espace de probabilité (€2, F,P). Pour
tout entier n > 1, nous notons par T, la v.a.r. définie par T,, = >";_, &. Pour tout t € Ry
fixé, N(t) désigne la variable aléatoire a valeurs dans N U {+oc}, définie par

—+00
N(t) =) 1<y,
n=1

ot1, pour tout n € N* fixé, 17, <4y est la variable aléatoire a valeurs dans {0, 1}, telle que : pour
tout w € Q, 1yp, <y (w) = 1 lorsque T),(w) < t et 1yp, <4 (w) = 0 sinon.

1) Montrer que N(0) = 0 presque stirement.

2) Montrer qu'il existe un événement de probabilité 1, que I'on note par Q*, tel que I'on a pour
tout w € QF et tout t € Ry, N(¢t,w) < +oo (indication : on commencera d’abord par prouver
que presque siirement, lim,, , o n 17T, = A71).

3) Montrer que pour tout m € N*, f,,, la densité de probabilité du vecteur aléatoire (71, ...,T),)
existe et qu’elle est donnée, pour presque tout (z1,...,z,) € R™, par,

fm(l'la e 7xm) = /\me_)\mml{ﬂﬁmé--éwm}'

4) a) Pour tout m € N*, déterminer la densité de probabilité du vecteur aléatoire (T, Tpnt1)-
b) En déduire que pour tout ¢ € R%, N(t) suit une loi de Poisson de parametre At ; rappelons
que l'on dit qu’une variable aléatoire X définie sur I’espace de probabilité (2, F,P) et a valeurs
dans NU {+o0}, suit une loi de Poisson de parametre @ € R, lorsque : P(X = +00) = 0 et
pour tout m € N, on a

am

P(X=m)=e""—.

m!
5) Supposons que (A;);>1 est une suite croissante de réels strictement positifs.
a) Construiser une suite (X;);>; de variables aléatoires définies sur l'espace de probabilité
(Q, F,P) et a valeurs dans N U {+o0}, vérifiant pour tout [ € N*, les deux propriétés suiv-
antes : (i) X, suit une loi de Poisson de parametre \; ; (ii) pour tout w € Q, X;(w) < X1 (w).
b) Montrer que lim;_,, o A\; = 400 si et seulement si lim;_, ., X; = +00 presque sirement.

Probleme 2 Dans tout ce probleme, (€,)ncz est une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes gaussiennes centrées et réduites, définies sur un espace de probabilité (Q2, F,P) ;
de plus (\);en désigne une suite de réels appartenant a Uintervalle |1,2], qui converge vers 1.
Pour tout (I, N) € N2, nous notons par {X; n(t)}e1] le processus stochastique défini pour

1



tout ¢ € [0, 1], par,
N

Xin(t) = =123 e\ sin(A1).
n=—N

1) Montrer que {X; n(t)}icjo,1) est un processus gaussien centré (centré signifie que pour tout
t €10,1], on a E(X; n(t)) = 0).

2) Prouver que pour tous [ € N et t € R, fixés, lorsque N tend vers +oo, la suite de variables
aléatoires (X y(t))nen converge dans L?(£2) vers une variable aléatoire que 1'on note par X;(¢).
3) Montrer que pour tout I € N fixé, {X;(t)}+co,1) est un processus gaussien centré et que 'on
a pour tout (t1,ty) € [0,1]?,

COV(Xl(tl),Xl(tz)) = (/\l — 1) Z /\l—n sin()\?tl) Sin(/\?tg).

n=—oo

4) a) Prouver que pour tous [ € N et (¢1,%) € [0,1]?, on a
E[(Xi(t) — Xi(t2))*] < 10[t; — to]-

(Indication : on peut supposer que 0 < |[t; — 3|, on vous suggere alors de découper la série qui
donne E[(Xl(tl) — Xl(tg))2], en deux parties : > "0 - et ZZS;OH .-+, oll ng est 'unique
entier naturel tel que ;™71 < [t; — o] < A ).

b) En déduire que, pour tout I € N, le processus {X;(t) }+co,1) admet une modification (i.e. une
version) {)?l(t)}te[o,l] dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des fonctions héldériennes
d’ordre v, ot v €]0, 1/2[ est arbitraire.

5) a) Soit G une variable aléatoire réelle gaussienne centrée et réduite, montrer que

E(exp(G*/4)) < +oc.

b) En déduire que
400

ZP(exp(ei/ll) >2+4n) < +oo.

¢) En utilisant 5)b), montrer qu’il existe un événement de probabilité 1, noté par Q*, tel que

|en(w)]
sup ———————
nez +/1og(2 + |n|)
ou log désigne le logarithme népérien.
6) Pour tout (I,N) € N x N*, désignons par {Y; n(t)}ico,1) et {Zin(t)}eo,1) les processus
stochastiques définis pour tout (¢,w) € [0,1] x €, par

< 400, pour tout w € QF,

-1
Vin(t,w) = (N —1)/2 Z en(w))\l_n/2 sin(A't), lorsque w € QF,
n=—N
N
Zin(t,w) = (N —1)Y2 en((,u))\l_n/2 sin(A't), lorsque w € 0,

n=0



et Vin(t,w) = Zn(t,w) = 0, lorsque w ¢ Q*. Fixons w € § et désignons par Y, y(-,w) et
Zin(+,w) les fonctions continues sur [0,1], t — Y y(t,w) et t — Z; n(t,w).

a) Montrer que lorsque N tend vers 400, la fonction Z; n(+,w) converge uniformément vers une
fonction continue sur [0, 1], que 'on note par Z(-,w).

b) Montrer que lorsque N tend vers 400, la fonction Y; n(-,w) converge uniformément vers une
fonction de classe C* sur [0, 1], que I'on note par Y(,w).

c) Désignons par {X;(t)}iep,) le processus stochastique défini pour tout (f,w) € [0,1] x €,
par X;(t,w) = Yi(t,w) + Zi(t,w). Prouver que les processus {)}l(t)}te[o,l] et {Xi(t)}tep,1) sont
indistinguables.

7) On suppose que t € [0, 1] est arbitraire et fixé. On note par h; la fonction de classe C*° sur
R, définie par h(0) =t et hy(&) = £ sin(Et) pour tout € > 0. Pour tout [ € N, on note par
K, la fonction définie pour tout § € Ry, par

-1
Kt_l(g) = Z ht()‘ln)l[)\f,)\l"*l[(g)'
a) Montrer que h; et K;; appartiennent a I'espace de Lebesgue LA(Ry).

Ktjl”m(]m) = 0.
8) Pour tous [ € N et ¢ € [0, 1], on note par K1, la fonction définie pour tout ¢ € R, par

b) Prouver que lim;_, ;o Hhtl]m[ —

+o0
K;ﬁ(f) = Z htO\?)l[A?,A?“[(f) .
n=0

a) Montrer que K, appartient a L*(R.).

b) Prouver que pour tout (t;,ts) € [0,1]?, on a

“+o00

+oo
/1 b (©)hey(€) dE = Tim | K (K} (€) de.

l—+o00 1

9) a) Etablir I'existence d'un processus gaussien centré, noté par {X(¢)}icr, , telle que I'on a

cov(X (t1), X (t2)) = /+OO e, (§)hu, (€) dE, pour tout (t1,5) € R3.
0

b) Montrer que ce processus est en fait un mouvement brownien (indication : on pourra calculer
pour tout (t,€) € [0,1] x R, I'intégrale [, e~ dz).

c¢) Montrer que lorsque [ tend vers +oo, le processus {X;(t)}cr, converge vers le processus
{X(t)}1er, , au sens des lois fini-dimensionnelles.



