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Questions de cours

1) Soit (2, F, P) un espace de probabilité et soit {X;}+cr un processus stochastique défini sur
(Q, F, P) et a valeurs dans (R, Bgr), ou Bg désigne la o-algebre des ensembles boréliens de R.
a) Quand dit-on que {X;};cr est mesurable 7
b) Supposons que pour tout w € €, l'application R — R, ¢ —— X;(w) est continue a
droite ; montrer qu’alors {X;},cgr est mesurable.
2) Soit {B(t)}ier, un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité
(©, F, P) muni de la filtration (F;)er, telle que F; = o(B(s) : 0 < s < t) pour tout ¢ € Ry.
Montrer que le processus stochastique {M (¢)}er, défini pour tout ¢ € Ry par

est une martingale pour la filtration (F;)er, -

3) Soit T' un ensemble arbitraire et soient {X;}ier et {Y;}er deux processus stochastiques.
a) Quand dit-on que {Y;}ier est une version de {X;}er 7
b) Quand dit-on que {X;}ier et {Y;her sont indistinguables ?

Probleme

Dans tout ce probleme, on désigne par {B(t)};cr, un mouvement brownien standard défini
sur un espace de probabilité (Q, F, P) ; dans toute la suite, on suppose que pour tout w € €,
la fonction ¢t — B(t,w) est continue sur Ry et vérifie B(0,w) = 0.

L’objectif du probleme est de montrer que pour tous 7" € Ry et A € R%, on a,

P ( sup B(t) > /\) = P(|B(T)| > ). ()

te[0,7

Partie I : Préliminaires
1) Prouver que lorsque 7" = 0, alors () est vraie pour tout A € R¥.
2) On suppose que T' € R* est arbitraire et fixé.

a) Pour tout w € €, nous posons

Yr(w) = sup B(t,w);
t€[0,T

montrer que ce supremum est fini, puis que

Yr(w) = sup B(T's,w).
s€[0,1]
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b) Pour tout n € N, soient

Yrn,= sup B(T27"k) et ZT,n:Tl/QYI,n'
kefl,...,2n}

Montrer que Y7, et Zr, sont deux variables aléatoires (c’est-a-dire des fonctions mesurables
de (Q, F) dans (R, Bg), ou Bg désigne la o-algebre des ensembles boréliens de R) puis qu’elles
possedent la méme loi.

c¢) Nous désignons par Yz la fonction de (2, F) dans (R, Bg), w — Yr(w). En utilisant,
les résultats obtenus dans les deux questions précédentes, montrer que Yz et Zy = T/2Y; sont
deux variables aléatoires, puis qu’elles possedent la méme loi.
3) On suppose que pour tout o € R¥,

P (Sup B(t) > 04) = P(|B(1)| > o). (xx)

t€(0,1]

Au moyen de (xx*) et du résultat obtenu dans la question précédente, montrer que (x) est vraie
pour tous T € RY et A € RY.

Partie II : Preuve de I’égalité (xx)
Dans toute cette partie :

e Nous désignons par (&)en+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans {—1,1},
définies sur (2, F, P), indépendantes, identiquement distribuées et vérifiant

P =1)=P(=-1)=1/2, pour tout [l € N*.

e Nous notons par (S,,)men, la suite de variables aléatoires telles que pour tout w € 2 on
a, So(w) = 0 et quelque soit m € N*,

e Pour tout n € N*, nous désignons par {X,(t)}icp,1], le processus stochastique dont les
trajectoires sont les fonctions continues et affines par morceaux définies, pour tous w € €
et t € [0,1], par

X, (tw) = <n—1([n§_—|1— 1) — t) S[%W) N <t —;Ci[nt]) S[ntH;(w)

Y

ou [nt] est la partie entiere du réel nt.

Par ailleurs, rappelons que, si (S5, Bg) est un espace métrique muni de Bg la o-algebre des
ensembles boréliens de S, et si R : (2, F,P) — (S5, Bs) désigne une variable aléatoire ; la
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mesure de probabilité sur Bg induite par R (ou encore la loi de R), notée par Pg, est définie
pour tout D € Bg, par,
Pr(D) = P({w € Q: R(w) € D}).

4) a) Soit C l'espace de Banach des fonctions a valeurs réelles définies et continues sur [0, 1] ;
rappelons quil est muni de la distance d(f, g) = ||f — gllcoc = sup;ep1) [f(t) — g(t)|. On désigne
respectivement par Pg et Py, , les mesures de probabilité sur Be, induites par les processus
{B(t)}iepo) et {Xn(t) }icp,1) : rappelons qu’on a vu en cours, qu’on peut considérer ces processus
comme des variables aléatoires définies sur (2, F, P) et a valeurs dans (C,B¢). En utilisant
un théoreme du cours, montrer que lorsque n tend vers +oo, alors Py, converge faiblement
vers Pg.
b) Pour tout n € N*, soit M, la variable aléatoire définie sur 2 par,

M, = sup 95,.

me{0,...,n}

Nous notons par H : (C, |- ) — (R,|-|), la fonction définie pour tout f € C' par
H(f) = sup f(t)

te(0,1]

et nous admettons que H est continue. Enfin, nous désignons respectivement par P, -1/2), et
Py,, les mesures de probabilité sur Br induites par les variables aléatoires n=Y2M, et Yy. En
utilisant, la continuité de H, le résultat obtenu dans la question précédente, et le Théoreme de
Portmanteau, montrer que lorsque n tend vers +oo, alors IP,—1/2), converge faiblement vers Py; .
5) Posons N = NU {+00} et désignons par Pg la o-algebre formée par tous les sous-ensembles
de N. Supposons que ¢ € N est arbitraire et fixé ; soit 7, (QLF) — (N, PN), la fonction
définie pour tout w € €1, par,

() = min {m € N Sin) = 0}

avec la convention que 7,(w) = +oo lorsque {m € N : S,,,(w) = ¢} est 'ensemble vide.
a) Montrer que 7, est une variable aléatoire.
b) Montrer que pour tout n € N*, on a

P({My> )1 {5, < ) = 3 P(Ury = m} ({5, < a}).

c¢) En utilisant le résultat obtenu dans la question précédente, prouver que pour tout n € N*,

P({MnZQ}ﬁ{Sn<q}>—§P<{Tq—m}ﬂ{ i gl<o}>.

I=m+1

d) En utilisant le résultat obtenu dans la question précédente, prouver que pour tout n € N*|

P({M, > g} N {S, < g}) :jp@q:m)p( 3 gl<o)_

l=m+1
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6) a) Montrer que pour tous ¢ € N et n € N*,

P({anq}ﬂ{5n>q}> :iP(Tq:m)P< Z §l>0>.

l=m+1

b) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 5)d) et 6)a), prouver que tous ¢ € N
et n € N*,

P(IMy 2 )0 {Sy < a}) = P({M. 2 g} N {S, > a}).

7) En utilisant le résultat obtenu dans la question 6)b), montrer que, pour tout ¢ € N et n € N*|
P(M, > q) =2P(S, > q) + P(S, = q).

8) Supposons que a € R est arbitraire et fixé, pour tout n € N*, posons ¢, = —[—an'/?], ot
[—an'/?] est la partie entiere du réel —an'/2.
a) Montrer que pour tout n € N*, on a

P(n™2M, > a) = P(M, > g,).
b) Montrer que pour tout n € R,

lim ian(n_1/2Sn > a+n) < liminf P(S, > ¢,) < limsup P(S, > ¢,) < limsup P(n_l/ZSn > a—n).

n—r+00 n—+00 n—+00 n——+o00

¢) Montrer que pour tout n € R%,

limsup P(S, = ¢,) < limsup P(a —n<n Y28, <a+ ?7).

n—-+o0o n—-+o0o

9) a) Montrer que, lorsque n tend vers 400, la variable aléatoire n~1/28, converge en loi vers
B(1) (on vous rappelle que la variable aléatoire B(1) suit une loi normale centrée et réduite).
b) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 7), 8) et 9)a), montrer que, pour

tout « € R, on a,
: 1207 s ) — >
ngl}rlooP(n M, > a) = P(|B(1)| > «).

¢) Rappelons que si U : (Q, F, P) — (R, Bg) est une variable aléatoire, Fy; la fonction de
répartition associée a U, est définie pour tout o € R, par Fyy(a) = P(U < «). Désignons par
F, 125, et Fipa) les fonctions de répartition associées respectivement aux variables aléatoires
n~12M, et |B(1)|. En utilisant le résultat obtenu dans la question 9)b), montrer que pour tout
a € R,

lim Fn—1/2Mn (Oé) = ﬂB(1)|(O‘)

n—-+00

10) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 4)b) et 9)c), montrer que I'égalité (xx)
est vraie pour tout a € R7.



