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Remarques : Dans tout ce sujet d’examen, ’espace de probabilité sous-jacent est noté par (2, F, P).
On note par B = {B(s)}ser, = {Bs}ser, un mouvement brownien, défini sur (€2, F, P), qui est a
valeurs réelles, & trajectoires continues, et vérifie F(B?) = 1. De plus, on désigne par (Fs)ser . la
filtration naturelle associée a {Bs}ser, ;: rappelons que F, := o(B,;u < s), pour tout s € R,.

Probléeme Soit {X;};cr, un processus stochastique a valeurs réelles défini sur (€2, 7, P). On suppose
que {X;}ier, vérifie, pour tout t € Ry presque stirement,

Xt:/OtJ(s) dBSJr/OtK(s) ds, (a)

ot {J(s)}ser, et {K(s)}ser, sont deux processus stochastiques a valeurs réelles, adaptés a la filtration
(Fs)ser, » a trajectoires continues, et vérifiant, pour tout ¢t € R,

E(/Ot (J%(s) + K*(s)) ds) < 400.

L’objectif du probleme est de montrer que les deux processus {.J(s)}ser, et {K(s)}ser, sont "uniques”.
Plus précisément, si {J(s)}ser L et {K(s)}ser . sont deux processus arbitraires possédant les mémes
propriétés (adaptabilité, continuité et intégrabilité) que {J(s)}ser, et {K(s)}ser, , et vérifiant, pour
tout t € R4 presque stirement,

Xt:/ot J(s) dBS+/0tfc<s) ds: (@)

alors, I’assertion suivante (£) est valide.

(€) 1l existe Q* € F un événement de probabilité 1 tel que, pour tout (s,w) € Ry x Q*, on a

J(s,w) = J(s,w) et K(s,w)=K(s,w).
1) Montrer que l'on a, pour tout ¢t € Ry presque stirement,

t _ t
/ (J(s) = J(s)) dBs = / (K(s)— K(s))ds.
0 0
2) Prouver que, pour tout ¢t € R et pour tout n € N*, on a
(k+1)t

kZO( L (f<<s>—K<s>)ds)2
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3) Montrer que, pour tout ¢ € Ry et pour tout n € N* on a

E[/Ot (J(s) —j(s))2ds} < % x E[/Ot (K(s) — K(s)) ds| .

4) Prouver que l'assertion (§) est vraie.

Exercice Pour tout j € N, on pose

Vj = i (B77k) ~ B (k- 1)))2.

k=1

1) Montrer que, pour tout j € N, on a V; € L*(Q, F, P).
2) Prouver que l'on a

tim E(|v; - 1)) =0.

j—+oo

3) Montrer que V; converge P-presque srement vers 1 lorsque j — +o0.



