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Remarques : Dans tout ce sujet d’examen, l’espace de probabilité sous-jacent est
noté par (Q, F, P). L’opérateur espérance (associé a P) est noté E(-). On désigne par
B = {B(t)}ier, = {Bt}ier, un mouvement brownien, défini sur (92, F, P), qui est a
valeurs réelles, a trajectoires continues, et vérifie E(|B(1)|%) = 1; (F)ier, est la filtra-
tion naturelle pour ce mouvement brownien B, et on suppose que tous les événements
de probabilité nulle appartiennent a Fg. On note par 1" un réel strictement positif arbi-
traire et fixé; v(0,T) désigne la classe habituelle des intégrandes pour l'intégrale d’Itd
sur [0, 7] obtenue & partir de B.

Probléme 1 Soit ¢ une fonction de R dans R de classe C! et & support compact.
1) Montrer qu’il existe {X(#)};er, un unique processus stochastique appartenant a
v(0,T), a trajectoires continues, qui vérifie pour tout ¢t €]T,+oo[ X (t) = X(T), et
t
qui vérifie pour tout ¢t € [0, 7] presque stirement X (¢) = / o0(X(s))dBs.
) 0
2) Pour tous j € Net k € {0,1,...27}, on pose djj, := 277kT. Pour tout j € N fixé, la
suite de variables aléatoires (X )o<k<oi est définie par X;o := 0 et par la relation de
récurrence : pour tout k € {0,1,...27 =1}, X; 111 = X, p+0(X; ) (B(djrs1)—B(djg)) -
Pour tout j € N fixé, le processus 0; = {7;(s) }ser, est défini, pour tout (s,w) € Ry x €,
271
par ;(s,w) := Z o (X k(@) Vg, ,.d; 10 ((5) - Montrer que 5; € v(0,T).
k=0
3) Pour tout j € N fixé, soit {X;(t)};er, le processus, a trajectoires continues, dé-

~ t
fini pour tout ¢ € [0,7] par X;(t) := / 0j(s)dBs, et pour tout ¢t €]T,4o0[ par
0

X;(t) :== X;(T). Montrer que, pour tous k € {0,1,...27 —1} et t € (dj ks dj 1], on
a que X;(t) = X, +o(Xjx) (B(t) — B(d; 1)), puis prouver que {X;(t)}cr, appartient
av(0,7).

4) Pour tout j € N fixé, le processus {Z;(t)}icr, est défini, pour tout ¢t € Ry, par
Zj(t) = X(t) — )?j (t). Au moyen de la formule d’It6, montrer que, pour tout t € [0, 77,

, 2 ¢ ~ 2

l'on a que E(’Zj(tﬂ ) = /0 E<|U(X(s)) —j(s)] )ds.

5) Prouver qu’il existe ¢g € R une constante telle que tous j € N, k € {0,1,... 2/ — 1}
et h €[0,277T], on a

E(1Z;(djx +0)*) <E(|Z;(djn)]*) + o /OhE(!X(dj,k +y) = Xjul*) dy.

6) En utilisant ce qui précede, montrer qu'’il existe ¢; € R une constante telle que, pour
tous j €N, k€ {0,1,...27 —1} et h € [0,277T], on a
h
2 2 _9; 2
E(|Zj(dj +B)[*) <EB(1Zi(djn)]*) + 17?275 + 200/0 E(|2;(d; +y)|") dy.

7) Au moyen du Lemme de Gronwall, prouver que, pour tous j € Net k € {0,1,...2/—1},



on a
E(’Zj(dj,k+1)|2> < <E(|Zj(dj,k)|2> + e T? 22j> exp (COTzlfj) '

8) En utilisant ce qui précede, montrer qu’il existe ca € R* une constante telle que,
pour tous j € N, on a E(‘Zj (T)|2) < 9277 . Indication : on pourra introduire la suite
arithmético-géométrique (Yi)o<k<oi telle que yo = 0 et, pour tout k € {0,1,...27 — 1},
Yk+1 = €Xp (cOT21_j)’yk +cT?2 % exp (C()T21_j) .

9) Soit e € R¥ arbitraire et fixé, montrer que lorsque j tend vers 400 la suite de variables

aléatoires (j —1/2-29i/2 sup |Zj(t)|) ~_converge presque stirement vers zéro.
t€[0,T JEN

Probléme 2 Dans tout ce probleme, pour tout g € v(0,7), le processus {I(g,t)}scjo,m)

t
désigne la modification a trajectoires continues du processus { / g(s) dBS} de
0

te[o,7]’
plus, le processus {A(g,t)}te[o,ﬂ, dont les trajectoires sont continues, est défini, pour

t
tout t € [0,T], par l'intégrale de Lebesgue A(g,t) := /0 lg(s)|? ds . Pour tous t € [0,7]
et a € R*, on note par S2(g) la variable aléatoire définie par S (g) := sup |I(g,s)|”
s€[0,t]

Dans toute la suite, on suppose que le nombre réel p > 10 et que le processus f € v(0,7T)
sont arbitraires et fixés.

1) Pour tout (n,w) € N* x Q, 7,(w) := inf {¢t € [0,T), |I(f,t,w)| + |A(f.t,w)| > n},
avec la convention que 7, (w) := T lorsque {t € [0,T], |I(f,¢,w)| + |A(f, t,w)| > n} est
Pensemble vide. Montrer que 7, est un temps d’arrét a valeurs dans |0, 7], puis prouver
que la suite (7, )nen+ est croissante et qu’elle converge presque siirement vers T lorsque n
tend vers +oo. Par la suite, pour tout n € N*, on désigne par f,, = { f(s) }ser, le proces-
sus appartenant & v/(0,7'), qui est défini, pour tout s € Ry, par fu(s) := f(s)1jo -, ((5).
2) Au moyen de l'inégalité de Doob et de la formule d’Itd, montrer qu'il existe une
contante c1(p), qui ne dépend que de p, telle que, pour tous n € N* et ¢ € [0,7], on a

E(SF(fa)) < ci@E(SP>(f)Alfurt))

3) En utilisant ce qui précede, prouver qu’il existe une contante c2(p), qui ne dépend que
de p, telle que, pour tous n € N* et t € [0,T], on a E(Stp(fn)) < CQ(p)E(|A(fn,t)|p/2).
Puis, montrer que cette derniére inégalité reste vraie lorsque f,, est remplacée par f.

4) Pour tout n € N*, on désigne par g, , = {gpn(5)}ser, le processus stochastique ap-
partenant & v(0,T") qui est défini, pour tout s € Ry, par g, (s) := |A(fy, s)‘(pfz)/ﬁlfn(s).
En utilisant la propriété d’isométrie de 'intégrale d’Ito et la formule d’It6, montrer que,
pour tous n € N* et ¢ € [0,7], on a E(|I(gp7n,t)]2) =2p~! E(|A(fn,t)|p/2) :

5) En appliquant, pour tout n € N*| la formule d’intégration par parties aux deux pro-

cessus d'Itd {I(fn,t)}rejo,) et {‘A(fn,t)|(p72)/4}t€[0 . montrer que 'on a, pour tous

n € N* et t € [0, T] presque stirement, |I(gpn,t)| < 2Stl(fn)|A(fn,t)|(p_2)/4.
6) En utilisant l'inégalité de Holder, prouver que, pour tous n € N* et t € [0, 7], on a
(2p)P/? E(|A(fn, t)|p/2) < E(S’tp(fn)). Puis, montrer que cette derniére inégalité reste

vraie lorsque f, est remplacée par f.



