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Remarques : Dans tout ce sujet d’examen, l’espace de probabilité sous-jacent est
noté par (Ω,F , P ). L’opérateur espérance (associé à P ) est noté E(·). On désigne par
B = {B(t)}t∈R+ = {Bt}t∈R+ un mouvement brownien, défini sur (Ω,F , P ), qui est à
valeurs réelles, à trajectoires continues, et vérifie E

(
|B(1)|2

)
= 1 ; (Ft)t∈R+ est la filtra-

tion naturelle pour ce mouvement brownien B, et on suppose que tous les événements
de probabilité nulle appartiennent à F0. On note par T un réel strictement positif arbi-
traire et fixé ; ν(0, T ) désigne la classe habituelle des intégrandes pour l’intégrale d’Itô
sur [0, T ] obtenue à partir de B.

Problème 1 Soit σ une fonction de R dans R de classe C1 et à support compact.
1) Montrer qu’il existe {X(t)}t∈R+ un unique processus stochastique appartenant à
ν(0, T ), à trajectoires continues, qui vérifie pour tout t ∈]T,+∞[ X(t) = X(T ), et

qui vérifie pour tout t ∈ [0, T ] presque sûrement X(t) =
∫ t

0
σ(X(s)) dBs .

2) Pour tous j ∈ N et k ∈ {0, 1, . . . 2j}, on pose dj,k := 2−jkT . Pour tout j ∈ N fixé, la
suite de variables aléatoires (X̃j,k)0≤k≤2j est définie par X̃j,0 := 0 et par la relation de
récurrence : pour tout k ∈ {0, 1, . . . 2j−1}, X̃j,k+1 := X̃j,k+σ(X̃j,k)(B(dj,k+1)−B(dj,k)) .
Pour tout j ∈ N fixé, le processus σ̃j = {σ̃j(s)}s∈R+ est défini, pour tout (s, ω) ∈ R+×Ω,

par σ̃j(s, ω) :=
2j−1∑
k=0

σ
(
X̃j,k(ω)

)
1l[dj,k,dj,k+1[(s) . Montrer que σ̃j ∈ ν(0, T ).

3) Pour tout j ∈ N fixé, soit {X̃j(t)}t∈R+ le processus, à trajectoires continues, dé-

fini pour tout t ∈ [0, T ] par X̃j(t) :=
∫ t

0
σ̃j(s) dBs, et pour tout t ∈]T,+∞[ par

X̃j(t) := X̃j(T ). Montrer que, pour tous k ∈ {0, 1, . . . 2j − 1} et t ∈ [dj,k, dj,k+1], on
a que X̃j(t) = X̃j,k + σ(X̃j,k)

(
B(t)−B(dj,k)

)
, puis prouver que {X̃j(t)}t∈R+ appartient

à ν(0, T ).
4) Pour tout j ∈ N fixé, le processus {Zj(t)}t∈R+ est défini, pour tout t ∈ R+, par
Zj(t) := X(t)− X̃j(t). Au moyen de la formule d’Itô, montrer que, pour tout t ∈ [0, T ],

l’on a que E
(∣∣Zj(t)∣∣2) =

∫ t

0
E
(∣∣σ(X(s))− σ̃j(s)

∣∣2) ds.
5) Prouver qu’il existe c0 ∈ R∗+ une constante telle que tous j ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . 2j − 1}
et h ∈ [0, 2−jT ], on a

E
(∣∣Zj(dj,k + h)

∣∣2) ≤ E
(∣∣Zj(dj,k)∣∣2)+ c0

∫ h

0
E
(∣∣X(dj,k + y)− X̃j,k

∣∣2) dy .
6) En utilisant ce qui précède, montrer qu’il existe c1 ∈ R∗+ une constante telle que, pour
tous j ∈ N, k ∈ {0, 1, . . . 2j − 1} et h ∈ [0, 2−jT ], on a

E
(∣∣Zj(dj,k + h)

∣∣2) ≤ E
(∣∣Zj(dj,k)∣∣2)+ c1T

2 2−2j + 2c0

∫ h

0
E
(∣∣Zj(dj,k + y)

∣∣2) dy .
7) Au moyen du Lemme de Gronwall, prouver que, pour tous j ∈ N et k ∈ {0, 1, . . . 2j−1},
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on a
E
(∣∣Zj(dj,k+1)

∣∣2) ≤ (E(∣∣Zj(dj,k)∣∣2)+ c1T
2 2−2j

)
exp

(
c0T21−j

)
.

8) En utilisant ce qui précède, montrer qu’il existe c2 ∈ R∗+ une constante telle que,
pour tous j ∈ N, on a E

(∣∣Zj(T )
∣∣2) ≤ c2 2−j . Indication : on pourra introduire la suite

arithmético-géométrique (γk)0≤k≤2j telle que γ0 = 0 et, pour tout k ∈ {0, 1, . . . 2j − 1},
γk+1 = exp

(
c0T21−j

)
γk + c1T

2 2−2j exp
(
c0T21−j

)
.

9) Soit ε ∈ R∗+ arbitraire et fixé, montrer que lorsque j tend vers +∞ la suite de variables
aléatoires

(
j −1/2−ε 2j/2 sup

t∈[0,T ]

∣∣Zj(t)∣∣)
j∈N

converge presque sûrement vers zéro.

Problème 2 Dans tout ce problème, pour tout g ∈ ν(0, T ), le processus {I(g, t)}t∈[0,T ]

désigne la modification à trajectoires continues du processus
{∫ t

0
g(s) dBs

}
t∈[0,T ]

; de
plus, le processus {A(g, t)}t∈[0,T ], dont les trajectoires sont continues, est défini, pour

tout t ∈ [0, T ], par l’intégrale de Lebesgue A(g, t) :=
∫ t

0
|g(s)|2 ds . Pour tous t ∈ [0, T ]

et α ∈ R∗+, on note par S α
t (g) la variable aléatoire définie par S α

t (g) := sup
s∈[0,t]

∣∣I(g, s)
∣∣α.

Dans toute la suite, on suppose que le nombre réel p > 10 et que le processus f ∈ ν(0, T )
sont arbitraires et fixés.
1) Pour tout (n, ω) ∈ N∗ × Ω, τn(ω) := inf

{
t ∈ [0, T ],

∣∣I(f, t, ω)
∣∣ +

∣∣A(f, t, ω)
∣∣ > n

}
,

avec la convention que τn(ω) := T lorsque {t ∈ [0, T ],
∣∣I(f, t, ω)

∣∣ +
∣∣A(f, t, ω)

∣∣ > n
}
est

l’ensemble vide. Montrer que τn est un temps d’arrêt à valeurs dans ]0, T ], puis prouver
que la suite (τn)n∈N∗ est croissante et qu’elle converge presque sûrement vers T lorsque n
tend vers +∞. Par la suite, pour tout n ∈ N∗, on désigne par fn = {fn(s)}s∈R+ le proces-
sus appartenant à ν(0, T ), qui est défini, pour tout s ∈ R+, par fn(s) := f(s)1l[0,τn[(s).
2) Au moyen de l’inégalité de Doob et de la formule d’Itô, montrer qu’il existe une
contante c1(p), qui ne dépend que de p, telle que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ], on a
E
(
S p
t (fn)

)
≤ c1(p)E

(
S p−2
t (fn)A(fn, t)

)
.

3) En utilisant ce qui précède, prouver qu’il existe une contante c2(p), qui ne dépend que
de p, telle que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ], on a E

(
S p
t (fn)

)
≤ c2(p)E

(∣∣A(fn, t)
∣∣p/2).

Puis, montrer que cette dernière inégalité reste vraie lorsque fn est remplacée par f .
4) Pour tout n ∈ N∗, on désigne par gp,n = {gp,n(s)}s∈R+ le processus stochastique ap-
partenant à ν(0, T ) qui est défini, pour tout s ∈ R+, par gp,n(s) :=

∣∣A(fn, s)
∣∣(p−2)/4

fn(s).
En utilisant la propriété d’isométrie de l’intégrale d’Itô et la formule d’Itô, montrer que,
pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ], on a E

(∣∣I(gp,n, t)
∣∣2) = 2p−1 E

(∣∣A(fn, t)
∣∣p/2) .

5) En appliquant, pour tout n ∈ N∗, la formule d’intégration par parties aux deux pro-
cessus d’Itô {I(fn, t)}t∈[0,T ] et

{∣∣A(fn, t)
∣∣(p−2)/4}

t∈[0,T ]
, montrer que l’on a, pour tous

n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ] presque sûrement,
∣∣I(gp,n, t)

∣∣ ≤ 2S 1
t (fn)

∣∣A(fn, t)
∣∣(p−2)/4.

6) En utilisant l’inégalité de Hölder, prouver que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ], on a
(2p)−p/2 E

(∣∣A(fn, t)
∣∣p/2) ≤ E

(
S p
t (fn)

)
. Puis, montrer que cette dernière inégalité reste

vraie lorsque fn est remplacée par f .
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