Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Examen de rattrapage d’Analyse Fonctionnelle Appliquée
~ 6 Avnl 2006 (durée 3 heures) '

Seules les notes manuscrites sont autorisées. La qualité de la rédaction intervient dans appréciation

de la copie.

Exercice 1 Une subdivision de I'intervalle [0,1] est une suite 0 = (£;)oc;<n de réels de cet
intervalle vérifiant 0 =t < ¢; < ... <t, == 1 (Pentier n dépend de la subdivision considérée ef
peut prendre toute valeur). Soit une application f : [0,1] — @, la variation de f par rapport
a une subdivision o = (¢;)o<;<x est définie par V/(f,0) = X5, | f(£;) — f(¢;-1)] et la variation
totale de f est définie par V(f) = sup{V(f,0); ¢ € S} ot S désigne 'ensemble de toutes
les subdivisions de [0, 1]. Nous notons par ({0, 1]) 'espace de toutes les applications de {0, 1]
dans ¢' et nous notons par BV,([0,1]) le sous-ensemble de F([0, 1]) formé par les applications
f vérifiant f(0) =0 et V(f) < +o0.

1} Montrer que BV,([0, 1]) est un sous espace vectoriel de F([0,1]) et que f — V(F) est une

norme sur BV5([0, 1]).
2) Montrer que BV([0, 1]} muni de la norme f — V(f) est un espace de Banach.

Exercice 2 Nous notons par ¢{IN) Uespace de Banach des suites z = (25) ;e v & valeurs com-
- plexes vérifiant limy_, o z; = 0 ; cet espace est muni de la norme ||z = sup,.pv|%;l. Nous
notons par ['(IN) Pespace de Banach des suites z = (z3)epy & valeurs complexes vérifiant
>335 lz5] < +oo ; cet espace est muni de la norme ||z|l; = 3728 lz;l. - Enfin nous no-
tons par {*®(IN) l'espace de Banach des suites z = (g:j)je v & valeurs complexes vérifiant
sup,. v |7;| < +oo. Cet espace est muni de la norme ||z, = sup;. v %51

1} a) Fixons y = (yj)je v € I'(IN) et désignons par T Papplication de ¢y(AV) dans €' définie

pour tout = = (z;) . pv € co(IV) par Ti(z) = £75 yjz;. Montrer que 7y est une forme lindaire
continue sur cy(IV) et que |71 = ||y|1.
b} Soit T une forme linéaire continue arbitraire sur co( V). Montrer qu'il existe une unique
+oo

suite z = (2;),. gy € I' (IN) telle que pour tout z = (Z5);e v € co(IN) on a Ty(z) = 1% 2z
2) a) Fixons s = (s3),.qy € I°°(IN) et désignons par T3 Iapplication de I'(IV) dans € définie
pour tout & = (z;);. gy € I'(IN) par T3(z) = % s;z;. Montrer que T3 est une forme linéaire
continue sur {'(IV) et que ||T3]| = ||5]|co-
b} Soit Ty une forme linéaire continue arbitraire sur {*(IV). Montrer qu’il existe une unique
suite £ = (t;),. v € {*°(IN) telle que pour tout z = (z5);eqvom a Tu(z) = ZI55 855
3) a} Soit T = (Ej)jew la suite de I°°(IN) vérifiant pour tout j € IV, Z; = 1. Montrer qu’il
existe T5 une forme linéaire continue sur 1%°(IV) vérifiant T5(%) = 1 et pour tout = € ¢o(IN),
b} En utilisant les questions précédentes montrer que lespace de Banach [ Y{IN) n’est pas

réflexif.

Exercice 3 Soit (f;), py une suite de fonctions continues sur [0,1] et & valeurs dans € con-
vergeant simplement vers une fonction f ie. pour tout z € [0,1] on a f(z) = limj_. o f;(2).
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Soit

C={z € [0,1]; f est continue au point z}.
L’objectifl de cet exercice est de montrer que C est partout dense dans [0, 1].
1) Pour tout réel § > 0 et pour tout n € IV posons

Fog=A{z €[0,1]; Vp > n et Vg > n |f,(z) — folz)] <6},

Montrer que F, 5 est un fermé de [0, 1] et que pour tout réel § > 0 fixé on a [0,1] = UnE N s
2) Pour tout réel § > 0 posons Us=U, WFH 5 (Fn i désigne l'intérieur de F, 5}. Montrer que

Us est un ouvert partout dense dans [0, 1].
3) Montrer que Mre Uik C C et en déduire que C est partout dense dans 0, 1].
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