Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
~-Examen-d?Analyse Fonetionnelle Apphquée—— ———

18 Décembre 2008 (durée 3 heures)
Seules les notes manuscrites sont autorisées. La qualité de la rédaction intervient dans I'appréciation
de la copie.

Exercice 1 Désignons par ¢ une fonction appartenant & la classe de Schwartz S(R) et par 7]
sa transformée de Fourier. Rappelons que pour tout & € R, $(£) = Jz ¢ %% p(z) dz. Rappelons
aussi que 'on dit qu’une série de nombres complexes D e o On st absolument. convergente si

v e N
et seulement si impy 40 Y.,y |@a] < -+oo.
+

1) a) Montrer que pour tout z € R, la série Yome oo P(@ + 2nr) est absolument convergente.

b) Désormais, nous posons pour tout z € R, f(z) = T @z 4 2nw). Montrer que [ est

une fonction 27r-périodique et que f est de classe C* sur |0, 2m).
2) a) Montrer que pour tout z € R, la série 370 &) cike o5t ahsolument, convergente,

—oo 2
b) Désormais, nous posons pour tout = € R, f(:c) = :zoo %’?eﬂ'_’”. Montrer que f est une
fonction 27-périodique et que f est de classe C™ sur [0, 2m]. _ _ N
3) Rappelons que (c;(g))iez la suite des coefficients de Fourier d’une fonction g continue sur
R et 2m-périodique, est définie pour tout ! € Z, par ¢(g) = L f02Tr g(x)e ¥ dz ; rappelons
également que l'on a g(z) = 0 pour tout z € IR si et seulement si ¢;(g) == 0 pour tout [ € Z. En

utilisant ces rappels, montrer que I'on a pour tout z € R, f(z) = f(z).
4) En utilisant la question 3}, montrer que l'on a pour tout réel g > g,

+-oc 1 +o0 52
Z e—47r2n2a - 5 ‘ e i
VI
n=—0ca a k=—00

Exercice 2 Soit £ un espace vectoriel sur R. Nous désignons par C un sous-ensemble convexe
de E vérifiant la propriété suivante : pour tout « € E, il existe un réel a > 0 tel que z € aC
(rappelons que pour tout B C E et pour tout d € R, dB = {db; b€ B}). Nous désignons par -
Ly un sous-ensemble de F vérifiant les deux propriétés suivantes : :

(i) Tl existe 2o € E et il existe W, un sous-espace vectoriel de F tels que Ly = Wy +
(rappelons que pour tout BC Fettowtz € B, B4+x={b-+z, b€ B}).

(ii) LonC =49.

1) Montrer que 0 € C' puis que zy ¢ Wp.
2) Désignons p: E — R, 'application définie pour tout = € R, par
p(z) = inf{e; a € RY et z € aC}.

Montrer que pour tous 1,22 € B, p(z1 + z2) < p(z1) + p(z2) et que pour tous A € RY et
z € B, p(Az) = \p(z). '

3) En utilisant les deux questions précédentes, montrer qu’il existe J une forme linéaire définie
sur E et vérifiant les deux propriétés suivantes :

1



(a) Pour tout y € Lo, f(y) =1.
(b) Pour tout c € C, f(c) <1

Exercice 3 Soit 0 = (Zx)o<k<n une suite finie de réels (I’entier n > 1 peut prendre toute valeur
et dépend de la suite considérée), on dit que o est une subdivision de lintervalle [0,1] si et

sealement si 0 = 25 < 2, < ... < Z, = 1 et on note A{0) la quantité max;<g<n |k — Tro1|-
L’ensemble de toutes les subdivisions de [0, 1] est noté par S.

On désigne par B([0, 1], || -{|«) I'espace de Banach des fonctions & valeurs complexes, définies
et bornées sur [0,1] Le. B(0,1], (| floo) = {f: [0,1] = C; || lloc = 8UPepo. | f(z)| < +00} et
on désigne par C([U 1], 1 - [|eo) I'espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1] et & valeurs
complexes.

Soit a : [0,1] ~» C une fonction fixée ; on'dit qu'une fonction f € C([0, 1] |} - {|oo) est

intégrable au sens de Stieljes avec la fonction déterminante « si et seulement si il existe € C
vérifiant la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe n > 0 telle que pour toute subdivision
o = (Zp)o<k<n vérifiant A(o) <nona

<e (%)

‘I Zf Tr—1){a(zx) ——a(:ck 1))

—— ——[-est-alorsnoté-par fo—f{m Ydodzy— e e e —— ———

1) Montrer qu'une condition nécessaire pour que fo f(z) da(z) existe pour tout
FeC(0,1],]] - lloo), est aue « soit & variations bornées, ce qui signifie que

Sup { Z Ia(mk)_— a(xk—l)h o= (Cf?k)ogkgn = S} < +o00.
=1 ,

Par la suite, on admet que cette condition nécessaire est également une condition suffisante.
Indications: On prend d’abord dans (*) ¢ = 1, le 5 correspondant & ce choix de € est noté par n;
et on pose S) = {0 € S; A(c) < m}. On applique ensuite le Théoréme de Banach-Steinhaus &

(Ty)ses, 1a famille de formes lindaires sur C([0, 1], || - || o) définies pour tout o = (ZxJogk<n € S1
et tout f € C([0,1], | - llo) par To(f) = 34y f(@p-1)(e(ee) — azk—1)). Enfin on calcule
T.{fo) ot fo est une fonction de C([0,1], || - ||oc) vérifiant || folloc < 1 et pour tout k= 1,...,n,

Jo(ze—1) = exp(—iarg(a(zr)—a(zx 1)) (ici arg(a(x,) —a{zr—1)) désigne argument du nombre
complexe a{rr) — a(zr_1), de plus lorsque ce nombre complexe est nul on pose fo(zx—1) = 0).
2) On désigne par U une forme linéaire continue sur C([0, 1}, || - || o), montrer qu’il existe U une
forme linéaire continue sur B([0, 1, |- |eo) telle que ||| = ||T]| et pour tout £ € C([0, 1], ||+ lloo)
ona (U, f) = (U, f).

3) Pour tout s €]0,1], la fonction indicatrice de I'intervalle {0, 5] est notée par xs, de plus on
pose Xo = 0. On désigne par g la fonction définie pour tout s € [0,1] par g(s) = (U, xs).
Montrer que g est une fonction a variations bornées.

Indication: Soient 0 = (Zx)ock<n € b = D pey @ (Xay — Xen,), OO pour tout &£ = 1,...,n,
- a = exp(—iarg(g(zx) — g(zr-1)) (avec la convention que a; = 0 lorsque g(zx) = g(zx—1). On
pourra calculer (U, h). '



4) Soit [ & C’([ 1,1 - lee)- Montrer que pour tout € > 0, il existe n > 0 verlﬁant la proprlete

suivante. -Pour-toute-subdivisiono=-(zggepe; vérifiant L\(o’) <mows
1
- [ f@ doto)]| <&
0

ot hy =3 1 f(@h1) (Xay — ' Xapo1)-
5) Déduire de la question 4) que (U, f) = [ f{

Exercice 4 Soit E un espace de Banach sur C. On désigne par S = {z € E; l|z| = 1} la
spheére unité. Montrer que I'adhérence de S au sens de la topologie faible o(FE, E’) est la boule
unité B = {z € B; ||z|| < 1}.

Indications: Soit zg € B. Il suffit de prouver que V = {z € E; max;cpen |{fr, & — 20)| < €} a
une intersection non vide avec S ; ici € > 0 est un réel arbitraire et fixé, n > 1 est un entier
arbitraire et fixée, etfy,..., f, € E’ sont arbitraires et fixées. Pour cela, on montrera d’abord
qu’il existe o un élément non nul de & tel que pour tout k = L,...,n, {fr,%) = 0. Ensuite on
pourra considérer l'application h : Ry — Ry, A+ [Jzg + Ayol|-
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