Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Examen d’Analyse Fonctionnelle Appliquée
19 Décembre 2007 {durée 3 hevres)

Seules les notes manuscrites sont autorisées. La qualité de la rédaction intervient dans I'appréciation
de la copie. .

Exercice 1 Désignons par X et Y deux espaces localement convexes métrisables munis re-
spectivement des suites croissantes de semi-normes (P;)jen ¢t (Qi)ren. Soit K € X un
sous-ensemble convexe et compact et soit (I;);e;y une famille d’applications linéaires con-
tinues de X dans Y vérifiant la propriété suivante : il existe ky € N tel que pour tout
z € K on a sup{Q(Li(z)) : i € I} < +oo. L’objectif de cet exercice est de montrer que
sup{ Ok, (Li(z)) : 1€ I, z € K} < +00.

1) Posons F = {y €Y : Q(y) <1} et E =(\;c; L; *(F). Montrer que E est un fermé de X.
2) Montrer que K = | /(K NnE) o nE = {nz : z € E}. En déduire qu'il existe ng € N*,
zo € K, jo € N et un réel ng > 0 tels que {z € K : Pj(z —~ x0) < m} C K NngE.

3) Montrer que supyex Pjo(z — Zo) < 400 et en déduire qu’il existe un réel ap > 1 tel que
K C {SE € X : Pju(ﬂ:_"" .’L'g) < 040?70/2}.

4) Désignons par z un élément arbitraire de K et posons z = z¢ + a5 (z — 7). Montrer que
Pjo(z — ®0) < 10/2 et en déduire que z € ngE.

5) Montrer que pour tout ¢ € I on a L;(z) € negapF + TLQ(O.’[) — 1)F, ott nganF + ne(ap — 1) F =
{noaou +nglon — 1)v : u € F et v € F'} et conclure.

Exercice 2 On désigne par C = C[—n, 7] Pespace de Banach des fonctions continues 3 valeurs
complexes définies sur Pintervalle [—m, 7). Rappelons que cet espace est muni de la norme
uniforme (notée ici par || - ||¢) définie pour tout f € C par || f|lc = sup{|f(z)| : = € [-=,7]}.
On note par I = [}(Z) 'espace de Banach des suites o = (ay )xez & valeurs complexes vérifiant
> kez |0%k| < +oo. Rappelons que cet espace est muni de la norme ||- || définie pour tout o € I
par [laflp = 3, o lax|- Pour tout f € C nous désignons c(f) = (cx(f))kez 1a suite des coefficients
de Fourier de f. Rappelons que pour tout k& € Z, ¢(f) est défini par cx(f) = f flz)e % dz.
1) Pour tout £ C Z on note par Cg le sous-ensemble de C défini par Cp = { f € C vk ¢
E, ex(f) = 0}. Montrer que Cg muni de la norme uniforme ||  ||¢ est un espace de Banach.

2) On dit que E C Z est un ensemble de Sidon si et seulement si pour tout f € Cg la suite ¢(f)
des coefficients de Fourier de f appartient & I*. Montrer que lorsque F C Z est un ensemble de
Sidon alors il existe une constante M > 0 (qui ne dépend pas de f) telle que pour tout f € Cp
on a |[e(f)lln < M| flle. Indication : on pourra utiliser la suite (LF)xen des applications
linéaires de Cg dans I' définies pour tout K € N et f € Cp par LIFI(f) = (LLIq(f))kez ot

¥ ez est la suite telle que e ) =ce(f) lorsque |k] < K et L[K]( f} =20 sinon.
k k k

Exercice 3 1) V désigne un C-espace vectoriel. Supposons que N; et N sont deux normes
sur V' vérifiant les deux propriétés suivantes :

(a) (V, V1), c’est-a-dire V muni de la norme A;, et {V,NV;) sont des espaces de Banach.

(b) 1l existe une constante M > 0 telle que pour tout z € V on a Mi(z) < MNy(z).

Montrer qu’alors il existe une constante m > 0 telle que pour tout z € V on a Na(z) < mAN:(z).
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2) Soit C[0, 1} le C-espace vectoriel des fonctions continues sur I'intervalle {0, 1] et & valeurs com-
- plexes. Pour tout réel p € [1, +oof nous désignons par |[-[l, la norme sur C[0, 1] définie pour tout

. 1/
f €C[0,1ipar || fll, = (fol |7 (z)}P dm) p. Nous désignons par || [|e la norme de la convergence
uniforme sur C[0,1] i.e. la norme définie pour tout f & C[0,1] par [|fllo = supPcpoy | f(2)}.
On rappelle que (C[0,1], || - lleo) est un espace de Banach. Au moyen d’un raisonnement par
I’absurde montrer que pour tout réel p € [0, +oc, (C[0, 1], {| - ||) n’est pas un espace de Banach.
Indication : on pourra utiliser la question 1) et la suite de fonctions (fn Jnen+ de C[0,1] définie

_ niz\l/p

pour tout n € N* et tout z € [0,1] par fP(z) = { ((]nsino?z )7 lorsque 0 < 2 < 2/n .
3) Supposons que || - || est une norme sur C[0, 1] vérifiant les deux propriétés suivantes :
(c) (C[0,1], ] - ||) est un espace de Banach.
(d) Pour tout f € C[0,1]. Lorsquune suite (f»)nen de C[0, 1] vérifie limy 1 o0 || fa — fl = 0. On
a alors pour tout z € [0, 1}, lim, o0 [fa(z) — f(z)| = 0.
Montrer qu’il existe deux constantes 0 < ¢; < ¢z telles que pour tout f € C [0,1] on a

erfl flloo < NI < c2ft flloo-

Exercice 4 Nous désignons par ¥ une ondelette, ¢’est-a-dire une fonction Lebesgue mesurable
définie sur R et & valeurs dans C vérifiant les deux propriétés suivantes :- _

(a) ¥ est bien localisée. Plus précisément, il existe une constante M > 0 telle que pour
(Lebesgue) presque tout = € R on a [¥(z)] < M(1+ |2)~2.

(b) Le premier moment de ¥ est nul. Plus précisement, on a Ji ¥(z) dz = 0 ot dz désigne la

mesure de Lebesgue sur R.
1-1) Montrer que U la transformée de Fourier de ¥ est une fonction de classe C* sur R et quelle

vérifie g = [y [€]78(€)|? d€ < +oo. n

1-2) Montrer que pour tout u € R* on a cg = [, [v}7*|¥(uv){* dv.

2-1) Pour tout (a,b) € R* x R et tout A € L*(R) posons (Th)(a,b) = -(h, ¥>%), ol Wb
est la fonction définie pour presque tout z € R par ¥%*(x) = [a|7V/?¥ (Z2) et on {-,-)
désigne le produit scalaire canonique sur L*(R). Rappelons que pour tous f,g € L*(R), on
a (f,g) = Jp f(z)g(z)dz. Supposons que a € R* et h € L*(R) sont arbitraires et fixés et
désignons par @, , la fonction de R dans C, Lebesgue mesurable, définie pour tout b € R par
@5 a(b) = (Th)(a,b). Montrer que @5, peut s’écrire comme un produit de convolution, puis que

&, € LA(R) et que sa transformée de Fourier vaut {af"/ h(¢)¥(a€) pour presque tout £ € R.
2-2) Montrer que pour tous f,g € L*(R) on a [ [t [(Tf)(a,b}(T'g)(a,b)| 442 < +00. Indica-
tion: On pourra utiliser Uinégalité aff < az“gﬁ : pour tous o, F € Ry.

2-3) Montrer que pour tout f,g € L2(R), on a [ [o.(Tf)(a,b)(T'g)(a, b) 42 = cy(f, g).
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