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Ce probleme sera noté

Partie I : Variables aléatoires réelles Symétriques a-Stables

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X, est notée par ®x ; rappelons que
cette fonction est définie pour tout ¢ € R, par ®x(£) = E(e®X). Soient o €]0,2] et 0 € Ry
deux parametres. Dans les questions 1) a 5), on suppose que X est une variable aléatoire
Symétrique a-Stable de parametre d’échelle o (SaS(o) en abrégé) ; cela signifie que pour tout
£ €R, Ton a, Py (&) = e "I (par convention 0° = 0 pour tout b € R%).
1) Que peut-on dire de X lorsque o = 0 ? Par la suite, on suppose que o > 0.
2) Que peut-on dire de X lorsque o =2 7
3) Montrer que les variables aléatoires X et —X sont de méme loi.
4) Que peut-on dire de la variable aléatoire Y = X /o ?
5) On suppose que « €]0,2[. On admet, qu’il existe alors deux constantes 0 < ¢; < ¢y < 400,
ne dépendant pas de X, telles que les deux inégalités : c;o*A™* < P(|X| > \) < c0* A%, sont
vérifiées, pour tout réel A > o.

a) Prouver que pour tout v €]0,a[, on a E(|X|7) < 400 et que E(|X[") = r(a, 7)o?, ou
k(a,y) est une constante ne dépendant que de « et de 7.

b) Prouver que pour tout v € [a, +o00, on a E(|X|7) = +oc.
6) Soient X; et X5 deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace
de probabilité. Supposons qu’elles sont respectivement Sa.S(o1) et SaS(02), que peut-on alors
dire de la variable aléatoire X; + X5 7
7) Pour tout n € N*, désignons par X,, une variable aléatoire réelle SaS(o,). Supposons que
la suite (X,,)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle X. Que peut-on dire de X 7
8) On suppose que « €]0,2[ et on désigne par (Y},),en+ une suite de variables aléatoires réelles
SaS(1), définies sur un méme espace de probabilité et mutuellement indépendantes. Est-il
possible que la variable aléatoire % converge en loi vers une variable aléatoire réelle,
lorsque 'entier N tend vers 400 7

Partie II : Intégrale stochastique par rapport au Processus de Lévy SaS

Dans toute cette partie le parametre o appartient a ]0, 2].

1) Au moyen du Théoreme de consistance de Kolmogorov, établir 'existence d’un proces-
sus stochastique {Z'(t)}icr, @& valeurs réelles, vérifant les deux propriétés suivantes : (4)
Z'(0) = 0 presque stirement ; (ii) pour tout k& € N* et pour tous réels to = 0 < t1... < ty,
les variables aléatoires Z'(t,) — Z'(t,—1), n € {1,...,k} sont mutuellement indépendantes et
SaS((t, — ta—1)"/*) respectivement.

2) On désigne par {Z”(t)}+er, un processus stochastique défini sur le méme espace de proba-
bilité (2, F, P) que {Z'(t) }+er, ; de plus on suppose que ces deux processus sont indépendants
et possedent les mémes lois fini-dimensionnelles. On note alors, par {Z(t)}er le processus
stochastique tel que Z(t) = Z'(t) lorsque t € Ry et Z(t) = Z"(—t) sinon ; on appelle {Z(t) }1er
le Processus de Lévy SaS. Dans le reste de cette partie, notre objectif est de définir une
intégrale stochastique par rapport a {Z(t) }icr, cette intégrale est notée par I(-).
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a) Soient deux réels arbitraires v’ < u”, on désigne par 1y, la fonction indicatrice de
intervalle v/, u"] et on pose I (1)) = Z(u") = Z(u'). Montrer que I(1},/,~) est une variable
aléatoire Sa.S((u” — u)'/*).

b) Soit A : R — R une fonction en escalier, c’est-a-dire une fonction de la forme h =
Zi::ol nLjununia]s OU N € N*, (B, )o<n<n est une suite finie de réels, et (u,)o<n<n est une suite

finie strictement croissante de réels. On pose I(h) = S0 8,1 (Ljuunsa))- Montrer que I(h)

est une variable aléatoire SauS (|1l Lew)), ot [|Al|Law) = ( [ [h(2)|* dz) e

3) I convient maintenant de faire quelques rappels sur les espaces LP. Pour tout réel p > 0,
on désigne par LP(R) (resp. LP(Q2)), l'espace vectoriel des fonctions f : R — R Lebesgue
mesurables (resp. des variables aléatoires réelles Y définies sur Q) vérifiant [, | f(x)[P dz < 400

(resp. E(|Y|?) < +00) ; on pose | fllzo) = (fi |[f@)P dz)""” (vesp. [V zoy = (E(Y]?))"").
Lorsque p € [1, 400, alors || - [|zr®) (resp. || - ||zr(q)) est une norme sur LP(R) (resp. LP(£2)),
pour laquelle cet espace est un espace de Banach. Lorsque p €]0, 1], alors I'application Az» ) :
LP(R) x LP(R) — Ry (resp. App) : LP(R) x LP(Q2) — Ry) définie par Appw)(f1, f2) =
J lf1(@) = fo(z)[Pdz (vesp. App)(Yi,Y2) = E[Y; — Ya|P) est une distance sur LP(R) (resp.
LP(Q2)), pour laquelle cet espace est complet. Signalons enfin, que les fonctions en escalier
forment un sous-espace vectoriel dense dans LP(R), au sens de la norme || - ||z»@®) lorsque
p € [1,400], ou bien au sens de la distance Appr) quand p €]0, 1].

a) Soit f € L*(R), on désigne par (hy)reny une suite de fonctions en escalier qui converge
vers f dans L*(R). Montrer que pour tout vy €]0, [, (I(ht)),_ est une suite de Cauchy dans
LY(92).

b) Montrer que la suite (] (hk)) ey Converge en probabilité vers une variable aléatoire

keN

SaS (|| fllLem)), notée par I(f), qui ne dépend pas du choix de la suite de fonctions en es-
calier (hk)k:EN-
¢) Prouver que I est une application linéaire de L*(R) dans L7(Q), ot y €]0, o[ est arbitraire.

Partie IIT : Mouvement Fractionnaire Stable Linéaire (MFSL)

Dans toute cette partie, sauf indication supplémentaire, le parametre a appartient a |0, 2].

H €]0, 1] désigne un autre parametre. Pour tout € R, on suppose que (x)ffl/a = gl-1/a

lorsque x > 0, et (x)ffl/a = 0 sinon. Pour tout réel s fixé, K, : R — R, désigne la fonction

définie pour tout ¢ € R, par K,(t) = (s — ) /% — (=)~ 1=,
1) Montrer que pour tout réel s fixé, la fonction K appartient a '’espace L*(R). On note par
{X(s)}ser, le processus stochastique, appelé MFSL, défini pour tout s € R, par X (s) = I(Kj).
2) Fixons N € N* et s1,...,sy € R.

a) Montrer que pour tous \j,..., Ay € R, la variable aléatoire 3. | X, X (s,,) est Sa.S* et
déterminer son parametre d’échelle.

b) Prouver que pour tout réel a > 0, (X (as;),..., X (asy)) et a?(X(s1),..., X (sn)) sont
deux vecteurs aléatoires égaux en loiZ.
3) On suppose que « €]1,2[ et H €]1/a, 1[. Montrer que le processus {X(s)}scj0,1] admet une
modification dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des fonctions holdériennes d’ordre (3,
ou 5 €]0, H — 1/a] est arbitraire.

ILorsqu’un processus vérifie cette propriété, alors on dit que ce processus est SaS.
2Lorsqu’un processus stochastique vérifie cette propriété, on dit qu’il est H-auto-similaire.



