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Remarques : Dans tout ce sujet de devoir surveillé, I’espace de probabilité sous-jacent
est noté par (Q, F, P). L’opérateur espérance (associé a P) est noté E(-). On désigne
par B = {B(t)}/cr, = {Bt}ter, un mouvement brownien, défini sur (€2, 7, P), qui est a
valeurs réelles, & trajectoires continues, et vérifie E(B (1)2) =1; (Ft)ier, est la filtration
naturelle pour ce mouvement brownien B, et on suppose que tous les événements de pro-
babilité nulle appartiennent & Fy. Pour tout ¢ € R%, v(0,¢) désigne la classe habituelle
des intégrandes pour l'intégrale d’It6 sur [0, ¢] obtenue & partir de B.

Exercice Le réel strictement positif 7' est arbitraire et fixé. Pour tout g € v(0,7),
le processus {(g,1) };e[o,r) désigne la modification a trajectoires continues du processus

t

stochastique {/0 g(s) dBS}te[O,T]‘

Dans tout cet exercice on suppose que f = {f(s)}ser, appartenant a v(0,T) est ar-
bitraire et fixé. On dit qu’'une variable aléatoire 7 : (2, F) — ([0,7],B([0,7])) est un
temps d’arrét, lorsque pour tout ¢ € [0, T, 'événement {w € Q, 7(w) < t} appartient a la
tribu F;. On admet que, pour que tout temps d’arrét 7, le processus fr = {f-(5)}ser,,
tel que fr(s) := f(s)1jo-((s) pour tout s € Ry, appartient a v(0,T), et 'on a presque
strement pour tout t € [0,T], I(f-,t) = I(f,t A7), out AT :=min{t,7}.

1) Pour tous n € N* et w € Q, on pose 7, (w) := inf {¢t € [0, T, |I(f,t,w)| > n}, avec
la convention que 7,(w) := T lorsque {¢t € [0,T], |I(f,t,w)| > n} est I'ensemble vide.
Montrer que 7, est un temps d’arrét a valeurs dans ]0, T]. Par la suite, on pose f,, = f-, .
2) Montrer que, presque siirement pour tout n € N*, on a sup {|I(f,,t)|, t € [0,T]} < n.
3) Dans toute la suite, on suppose que le nombre réel p > 2 est arbitraire et fixé. Au
moyen de la formule d’Itd, montrer que, pour tous ¢t € [0,7] et n € N*, 'on a

B0 ) = P2 [ B (1) o)) ds.

4) Au moyen de l'inégalité de Holder, montrer que, pour tous ¢ € [0,7] et n € N*, 'on a

B (1w 0l) < (P2) 0 [ (1na(o)e) ds.

5) Déduire de ce qui préceéde que, pour tout ¢t € [0,7], 'on a
p(p—1)\% o2 [t
P — b= P
B(j1s.of) < (P220) 4% [B( 1)) ds.

Partie 1 du Probléme On note par D un sous-ensemble fini et non vide de R, et on
note par ® une fonction arbitraire de R dans R vérifiant les 3 conditions suivantes :



(i) ® est de classe C! sur R tout entier,

(ii) ® est de classe C? sur 'ouvert R \ D,

(zi7) il existe Z un intervalle ouvert et borné contenant D tel que la dérivée seconde
de @ vérifie sup {|®"(z)|, x € T\ D} < +o0.
On admet que, grice a ces 3 conditions, on peut construire une suite (9, ),ecn de fonctions
de R dans R qui sont de classe C? sur R tout entier et vérifient les 4 propriétés suivantes :

(I) pour tousn € Net z € R\ Z, on a ®,(z) = ¢(x);

(I) ona lim sup {|®,(z) — ®(z)| + |®} () — ®'(x)|, z € R} = 0;

n—-+00
(IIT) on a sup {|®)(z)], (n,z) E NxX I} < +00;
(IV) pour tout z € R\ D fixé, on a lim |/ (z)— " (z)] =0.
n—+oo

1) Montrer que le mouvement brownien {B(s)}secr, vérifie E( Jr, Ip(B(s)) ds) = 0. En
déduire que la mesure de Lebesgue de I'ensemble aléatoire {s € Ry, B(s) € D} vaut
zéro presque stirement.
2) Justifier I'existence de l'intégrale d'Itd généralisée [j ®/,(B(s))dBs, puis montrer
qu’elle converge en probabilité vers [ ® (B(s)) dB; lorsque n tend vers +oc.

3) On prolonge la fonction ®” & R tout entier en posant, pour tout x € D, ®”(z) = 0.
Justifier I'existence des 2 intégrales de Lebesgue [j ®(B(s))ds et [; ®"(B(s))ds, puis

t
prouver que hm / " (B(s))ds = / ®”(B(s)) ds pour la convergence presque sfire.

4) En utlhsant 1a formule d’It6, déduire de ce qui precede que pour tout t € Ry, on a

presque strement : ®(B(t)) = )+ / ®'(B(s))dBs + = / ?"(B(s)) ds.

Partie 2 du Probleme Pour tous a € R et j € N*, On désigne par ¥, ; la fonc-
tion de R dans R définie, pour tout z € R, par :

Vaj(z) =271 (7 + 5z — a)*) g j-1((Jo — al) + |z — allj-1 ooz —al) .

1) Montrer que, pour tous a € R et j € N*, U, ; vérifie les 3 conditions (i), (i7) et (4i7)
qui ont été imposées a ® au début de la partie 1.

2) On désigne par A la mesure de Lebesgue sur R. Au moyen du résultat établi a la fin
de la partie 1, montrer que, pour tous j € N*/ t € R+ et a € R, on a presque slirement

W, (B(1)) = +/ W, ,(B(s)) dBq + IA({s € 0,1], 1B(s) —al < §7}).
3) Montrer que, pour tous t € R, et a € R, le processus
{W, ;(B(s)1p, j-1((IB(s) — al)}ser+ appartient & v(0,¢), puis prouver que lintégrale

d’ Ito sur [0, t] de ce processus converge vers 0 dans L?((2).

4) La fonction sgn est définie, pour tout x € R, par sgn(x) := Tjg_4oo[(X) — 1o 0] (%)
Montrer que, pour tous ¢ € Ry et a € R, le processus {sgn(Bs — a)}ter, appartient a
v(0,t), puis prouver que I'on a, au sens de la convergence dans L%(Q),

Jim IA((s € 0,1) 1BGs) —al < 771) = 1B(O) — ol ~lal ~ [ sen(B(s) ) aB;

signalons au passage que cette derniere égalité s’appelle : la formule de Tanaka pour le
temps local du mouvement brownien.



