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Remarques : Dans tout ce sujet de Devoir Surveillé, l’espace de probabilité sous-jacent
est noté par (Ω,F , P ). L’opérateur espérance (associé à P ) est noté E(·). On note par
T un réel strictement positif arbitraire et fixé. Pour tout entier n ≥ 1 et pour tout
i ∈ {0, . . . , n} on pose :

tni := Ti

n
.

On désigne parB = {B(t)}t∈R+ = {Bt}t∈R+ un mouvement brownien, défini sur (Ω,F , P ),
qui est à valeurs réelles, à trajectoires continues, et vérifie E

(
B(1)2) = 1. De plus,

(Ft)t∈R+ est la filtration naturelle pour ce mouvement brownien B, et ν(0, T ) est la
classe habituelle des intégrandes pour l’intégrale d’Itô sur [0, T ] obtenue à partir de B.

Exercice 1 On désigne par {K(s)}s∈[0,T ] un processus stochastique vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(I) (s, ω) 7→ K(s, ω) est une application mesurable de
(
[0, T ]×Ω,B([0, T ])⊗F

)
dans

(R,B(R)) ;
(II) il existe α une constante positive finie et déterministe telle que l’on a presque

sûrement
∫ T

0
|K(s)| ds ≤ α < +∞.

1) Soit {M(t)}t∈[0,T ] le processus stochastique défini presque sûrement, trajectoire par

trajectoire, pour tout t ∈ [0, T ], par l’intégrale de Lebesgue M(t) :=
∫ t

0
K(s) ds.

a) Montrer que, pour tout t ∈ [0, T ], la variable aléatoireM(t) appartient à L2(Ω,F , P ).
b) Montrer que les trajectoires de {M(t)}t∈[0,T ] sont presque sûrement des fonctions

continues sur l’intervalle compact [0, T ], et qui s’annulent en 0.
c) Montrer que l’on a

lim
n→+∞

E
( n∑
i=1

(
M(tni )−M(tni−1)

)2) = 0 .

2) Dans cette question, en plus des hypothèses précédentes, on suppose que le processus
{M(t)}t∈[0,T ] est une martingale pour une certaine filtration (At)t∈[0,T ] de l’espace de
probabilité (Ω,F , P ).

a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, on a

E
((
M(T )

)2) = E
( n∑
i=1

(
M(tni )−M(tni−1)

)2)
.

b) En déduire que, presque sûrement pour tout t ∈ [0, T ], on a M(t) = 0.
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Exercice 2 On désigne par δ : R+ → R une fonction borélienne déterministe véri-

fiant
∫ T

0
|δ(s)|2 ds < +∞, ce qui implique que δ ∈ ν(0, T ). On note par f = {f(t)}t∈R+

le processus stochastique à trajectoires continues tel que, pour tout t ∈ [0, T ], on a

presque sûrement f(t) =
∫ t

0
δ(s) dBs, et pour tout t ∈]T,+∞[, on a f(t) := f(T ).

1) Montrer que f ∈ ν(0, T ).
2) Pour tout x ∈ [0, T ], la variable aléatoire g(x) est définie par g(x) :=

∫ x

0
f(t) dBt.

Montrer que, pour tout (x, y) ∈ [0, T ]2, la covariance Cov
(
g(x), f(y)

)
existe vaut zéro.

Problème Pour tout f ∈ ν(0, T ), le processus {I(f, t)}t∈[0,T ] désigne la modifica-

tion à trajectoires continues du processus stochastique
{∫ t

0
f(s) dBs

}
t∈[0,T ]

. Pour tous
t ∈ [0, T ] et ω ∈ Ω, la valeur de la variable aléatoire I(f, t) en ω est notée par I(f, t, ω).
1) Supposons que u ∈ [0, T ], que l’événement A ∈ Fu, et que f ∈ ν(0, T ) sont arbitraires
et fixés. On désigne par fA,u = {fA,u(s)}s∈R+ le processus stochastique défini, pour tout
(s, ω) ∈ R+×Ω, par fA,u(s, ω) := 1lA(ω)1l[u,T [(s)f(s, ω) ; notons que fA,T (s, ω) = 0 pour
tout (s, ω) ∈ R+×Ω (puisque la fonction indicatrice de l’ensemble vide est identiquement
nulle). Montrer que fA,u ∈ ν(0, T ).
2) Dans cette question, on suppose que u ∈ [0, T [ et que f est une fonction élémentaire
de ν(0, T ), autrement dit f ∈ E(0, T ) ∩ ν(0, T ). Montrer que fA,u est une fonction élé-
mentaire de ν(u, T ), autrement dit fA,u ∈ E(u, T ) ∩ ν(u, T ). En déduire que, pour tout
ω ∈ Ω, l’on a

I(fA,u, T, ω) = 1lA(ω)
(
I(f, T, ω)− I(f, u, ω)

)
. (∗)

3) Montrer que pour tout f ∈ ν(0, T ) et pour tout u ∈ [0, T ], l’égalité (∗) est vraie
lorsque ω appartient à un événement de probabilité 1.
4) Soit τ : (Ω,F) →

(
[0, T ],B([0, T ])

)
un temps d’arrêt arbitraire, c’est-à-dire une va-

riable aléatoire arbitraire telle que, pour tout t ∈ [0, T ], l’événement {ω ∈ Ω, τ(ω) ≤ t}
appartient à la tribu Ft. Supposons que f ∈ ν(0, T ) est arbitraire et fixé ; les deux
processus stochastiques fg,τ et fd,τ sont définis, pour tout (s, ω) ∈ R+ × Ω, par :
fg,τ (s, ω) := 1l[0,τ(ω)[(s)f(s, ω) et fd,τ (s, ω) := 1l[τ(ω),T [(s)f(s, ω).

a) Montrer que fg,τ et fd,τ appartiennent à ν(0, T ).
b) Pour tout entier n ≥ 2, soit τn la variable aléatoire définie, pour tout ω ∈ Ω,

par : τn(ω) :=
n∑
i=1

tni 1lAn
i
(ω), où Ann := {ω ∈ Ω, tnn−1 ≤ τ(ω) ≤ tnn} et, pour tout

i ∈ {1, . . . , n − 1}, Ani := {ω ∈ Ω, tni−1 ≤ τ(ω) < tni }. Montrer que τn est un temps
d’arrêt, puis que la suite (τn)n≥2 converge presque sûrement vers τ .

c) Les processus fg,τn et fd,τn sont définis de façon analogue aux processus fg,τ et fd,τ
mais en remplaçant τ par τn. En utilisant l’égalité (∗), montrer que, pour tout n ≥ 2,
on a presque sûrement I(fd,τn , T ) = I(f, T )− I(f, τn) et I(fg,τn , T ) = I(f, τn).

d) Montrer que la suite
(
I(fg,τn , T )

)
n≥2 converge dans L2(Ω,F , P ) vers I(fg,τ , T ).

e) Montrer que l’on a presque sûrement I(fg,τ , T ) = I(f, τ).
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