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Remarques : Dans tout ce sujet de DS, I'espace de probabilité sous-jacent est noté par (2, F, P).
L’opérateur espérance (associé a P) est noté E(-).

On désigne par B = {B(t)};cr, = {Bi}ter, un mouvement brownien, défini sur (€2, F, P), qui est
a valeurs réelles, a trajectoires continues, et vérifie E(B (1)2) = 1. De plus, on désigne par (F;)er,
la filtration naturelle associée a {B(t)}icr, ; rappelons que F; := o (B(u); u < t), pour tout ¢ € Ry.

Par ailleurs, pour tous j € Net k € N, on pose dj, :==277k = k/27.

Signalons enfin que, pour tous réels a et b, on note par a A b le minimum de a et b.

Exercice On désigne par Z la variable aléatoire définie, pour tout w € §2, par
1
Z(w) == B(l,w) — 2/ sB(s,w) ds.
0

1) Montrer que Z est mesurable pour la sous-tribu F; de F.
2) Montrer que Z appartient & L2(Q, F1, P) et que son espérance vaut zéro.
3) Calculer la variance de Z ; pour ce faire on pourra utiliser la formule d’It6.

Probléme Soit une fonction mesurable f de (R4 x Q,B(R4) ® F) dans (R, B(R)) vérifiant les trois
propriétés suivantes:

(I) pour tout w € € fixé, la fonction s — f(s,w) est continue sur Ry ;
(IT) le processus stochastique {f(s)}ser, est (Fs)scr,-adapté;
(IIT) f est bornée, c’est-a-dire que py :=sup {|f(s,w)|; (s,w) € Ry x Q} < +o0.

1) Pour tout j € N fixé, on note par {I;(t)}+cr, le processus stochastique défini, pour tout ¢ € Ry,
par

+oo
1(t) = 3 F(di ) (B A dgn) = Bt Ady))
k=0

Montrer que ce processus est (F;)er, -adapté.
2) Pouver que, pour tout j € N et pour tout ¢ € Ry fixés, on a I;(t) € L*(Q, F, P).
3) On désigne par p la fonction définie, pour tout s € Ry, par u(s) = E(f(s)). Montrer que p est
bornée et qu’elle est continue sur Ry.
t
4) Montrer que, pour tout ¢ € Ry fixé, on a lim E(I;(t)) = / w(s)ds.
0

j—+o0



5) Pour tout j € N fixé, on note par {E(t)}teR . le processus stochastique défini, pour tout ¢t € R,
par

. +o00 9
L= f(dj,k)E((B(t Adji1) = Bt Adjp)) > .
k=0
a) Montrer que l'on
sup {t—ll_’fj(t,w)‘ ; (J,t,w) € NxJ0, +oo[><Q} < pf,

et en déduire que, pour tout j € N et pour tout £ € Ry, on a Z,(t) € L*(Q, F,P).

b) Pour tout j € N et pour tout ¢ € Ry, on pose R;(t) = I;(t) — E(t) Prouver que, pour
tout t € Ry fixé, la suite de variables aléatoires (R;(t))jen converge vers 0 (la variable aléatoire
identiquement nulle) au sens de la norme de L?(Q, F, P).

c) Prouver que, pour tout ¢ € Ry fixé, la suite de variables aléatoires (R;(t))jen converge vers 0
P-presque stirement.

d) Pour tout ¢t € Ry fixé, étudier la convergence presque stre de la suite de variables aléatoires
(Z;(t))jen et déterminer précisément la limite de cette suite.

6) On désigne par G une fonction déterministe de R4 dans R qui est continue sur Ry. On note par
{X(t) }ter, le processus stochastique qui est défini, pour tout ¢t € Ry, par I'intégrale d’It6

X(t) ::/0 f(s)dBs.

Dans tout ce qui suit, ce processus { X (t) };cr, est identifié avec sa modification a trajectoires continues,
dont on connait 'existence d’apres le cours. Pour tout j € N fixé, on désigne par {Yj(t)}iecr, le
processus stochastique défini, pour tout ¢t € Ry, par

+o0
Yi(t) =3 G(ds) (X(t Adjgen) — X(EA dj,k)) .
k=0

a) Montrer que, pour tout j € N fixé, {Y} () };er, est une (F;)ier, -martingale de carré intégrable
dont les trajectoires sont des fonctions continues.
b) Prouver que, pour 7" € R, fixé, on a pour tout j € N et pour tout A € R* |

P( sup |Y;(t)| > )\> < )\_prch < sup \G(t)]Q).
t€[0,7] t€[0,T]

c¢) Pour tout T' € Ry et pour tout j € N, on pose

U;(T) = (14 4)~3/* ><( sup yyj(t)y).
te[0,7

Pour tout 7" € Ry fixé, étudier la convergence presque stire de la suite de variables aléatoires (U;(T)) jen
et déterminer précisément la limite de cette suite.

d) Montrer que, pour tout ¢t € Ry fixé, la suite de variables aléatoires (Yj(t));jen converge dans
L?(2, F, P) vers une variable aléatoire, notée par Yo (), qui s’exprime comme une intégrale d’It6 que
lon précisera (cette question n’est pas liée aux deux questions qui la précedent).



