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Quelques préliminaires
Bases hilbertienne : Soit H un espace de Hilbert sur R ! muni du produit scalaire (-, -)
et de la norme associée || - [|. On dit qu'une suite {e, }per ? d’éléments de H, est une base
hilbertienne de H, si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(1) {en}nen est une suite orthonormée de H i.e. pour tous p,q € Z on a (ep, e,) = 1 lorsque
p=q et (e, e, =0 sinon ;

(ii) les combinaisons linéaires des e, sont denses dans H i.e. pour tout a € H et tout

n € R, il existe L € N, il existe ng,...,ny, € Z et il existe \,,,...,\,, € R tels que

Ha — ElL:o )\mean <.

Les conditions (7) et (iz) impliquent que tout a € H vérifiea =) (a, e,)e, ; plus précisément,
pour toute suite (Z1,)ren de sous-ensembles finis de Z vérifiant, pour tout L € N, 7, C Z;44
et UpenZe = Z, Ton a, limy i |ja — > onez, (@ en)en| = 0. 11 en résulte que (a,b) =
> et (@ en)(b, €,) pour tous a,b € H et par conséquent |[al®> = Y, 7 [(a,e,)[* pour tout
a€ H.

Le systeme de Haar : On pose D = {(0,0)} U{(j,k) e NxN:1 <k <2} et pour
tout (j,k) € D,

1[0,1[ lOI'SCllle (]7 k) = (070)7
hj,k — '
2972 (1((—1y2-4, (2k—1)2-3-1] — L{(@h—1)2-3-1 k2-i[) Sinom ;

notons que pour tous réels a < 3, 1j, g; désigne la fonction indicatrice de I'intervalle [o, 5[. On
admet que la suite {h;} (e, quon appelle le systéme de Haar, est une base hilbertienne
de l’espace de Hilbert L? ([0, 1]) formé par les fonctions a valeurs réelles définies sur I'intervalle
[0, 1] et de carré intégrable sur cet intervalle (au sens de la mesure de Lebesgue notée par du).
Rappelons que L?([0, 1]) est muni du produit scalaire défini par (f, g) = fol f(u)g(u) du.

Dans tout ce probleme, on désigne par (€2, F,P) un espace de probabilité.

Partie I : processus gaussiens et bases hilbertiennes

On note par Z un ensemble dénombrable et par (Z;)pen une suite de sous-ensembles finis
de T vérifiant, pour tout L € N, Z, C Z4y et J,onyZr = Z. On désigne par {e, }nez une
base hilbertienne de L? ([O, 1]) et on désigne par {€, }nez une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes gaussiennes centrées et réduites, définies sur 2. Enfin, (f;)icjo1) est une famille
de fonctions qui appartiennent a LQ([O, 1])

LOn peut, plus généralement supposer que H est un espace de Hilbert sur C, pour simplifier on se restreint
a R.
2T est un ensemble dénombrable, mais il ne s’agit pas forcément d’une partie de N.



1) Pour tous L € N et ¢t € [0,1], on pose Xr(t) = >, o7, (fi,en)€n. Montrer que pour
tout M € N*, pour tous ty,...,ty € [0,1] et pour tous vq,...,vy € R, la variable aléatoire
SM X1 (t,) est une gaussienne centrée dont la variance vaut : Y net, K SN S €n) ‘2.

Réponse : en utilisant la définition de X (t) et la bilinéarité du produit scalaire (-,-), on

ZmeXL@m) = Z <27mftmaen>€n ; (1)

nel;, m=1

. . L , . . . -, . , . .
ainsi, Y 0 YmXp(tm) s’écrit comme une combinaison linéaire des variables aléatoires €, qui
sont gaussiennes centrées et indépendantes. Y " _ Ym XL (tm) est donc une variable aléatoire
gaussienne centrée ; de plus, compte tenu de la non corrélation des €, et compte tenu du fait
que leurs variances sont toutes égales a 1, en utilisant (1), on obtient,

Var (Z 'VmXL(tm)> = Z ‘<Z’7mftmaen>‘2'

nely m=1

2) Fixons t € [0, 1], montrer que {X(t)}ren est une suite de Cauchy dans 'espace de Hilbert
L?(92) formé par les variables aléatoires réelles définies sur §2 et dont le second moment est fini ;
rappelons que L?(§2) est muni du produit scalaire défini par ((X,Y)) = E(XY), ou E(-) désigne
I’espérance.

Réponse : en utilisant le fait que les €, sont des variables aléatoires indépendantes centrées
et réduites, on a pour tout L,Q € N,

IXe(t) = Xo 2@y =B (IXsa® = X20) = > [Uoed < D [(ued”

TLEIL+Q\ZL HGI\ZL
(2)

On a de plus, HftH%Q([O’lD = ez l{feen)|? < 0o et par conséquent, pour tout € > 0, il existe
Ly € N, tel que pour tout L > Ly,

ST [{fue <e (3)

nGI\IL

Finalement, (2) et (3) impliquent que {Xp(t)}ren est une suite de Cauchy dans [’espace de
Hilbert L*(Q).

3) Prouver que { X[ (¢)}en est une suite convergente dans L?(£2) et que sa limite ne dépend
pas du choix de la suite des ensembles d’indices (Z},) ey ; autrement dit, si on remplace (Z1,)en
par une autre suite (Z}) ey de sous-ensembles finis de Z vérifiant pour tout L € N, Z} C 77 ,; et
ULenZr, = Z, alors I'on obtient, a un événement P-négligeable pres, la méme limite. Désormais
la limite de {X(¢)}Len est notée par X ().



Réponse : étant donné que L*(Q)) est complet, {X1(t)}en est une suite convergente dans
cet espace, nous notons par X (t) sa limite. Désignons maintenant par (I} )ren une suite de
sous-ensembles finis de I vérifiant, pour tout L € N, Ij C Z7 | et U, .y Ly = I (a priori la suite
(Z}) Len est distincte de la suite (I1)ren) ; pour tout L € N, on pose X (t) = ZneI,L (fes€n)en.
En raisonnant comme dans I-2), on peut montrer que la suite { X (t)}ren est convergente dans
L2(2), nous notons par X'(t) sa limite. Nous allons maintenant prouver que X (t) = X'(t)
presque surement. A cause de la finitude des ensembles I;, et des propriétés des ensembles
77, il existe ¢ : N — N une application strictement croissante, telle que tout L € N, on a
I, C I;(L)' Ainsi,

HXL( X/L) HL2 = Z ‘<ft;€n>‘2§ Z ‘<ft;€n>}2-

Lell  \I1 neI\Ty,

enfin, en faisant tendre L vers +o00, on trouve que

[X(0) = X'(0)]| ooy < lim_ D7 [(Fren)] =0
ne€I\Zr,

On a donc || X(t) — X/(t)HLQ(Q)

sont €gales, a un événement P-négligeable pres.

= 0, ce qui signifie que les variables aléatoires X (t) et X'(t)

4) Montrer que {X(t)}cjo,1) est un processus stochastique gaussien centré dont la fonction
de covariance sx est donnée, pour tous tq,ts € [0, 1], par sx(ti,ts) fo fr, (w) firy (u) du (in-
dication : pour établir la gaussianité de ce processus on pourra utiliser la notion de fonction
caractéristique).

Réponse : pour montrer que le processus stochastique {X (t)}icjo) est gaussien centré, il
suffit de prouver que pour tout M € N*, pour tous ty, ...ty € [0,1] et pour tous v1,...,vu € R,
la variable aléatoire SN 4 X (tm) est une gaussienne centrée. Posons, Y = SN _ 4, X (t,)
et pour tout L € N, Y, = Zi\rf:l Y X1 (tm). 1l résulte de I-3) que

Jm Yz = Y|za) = 0. (4)
Grace a (4) ez — 1Y lz2)| < 1Yz = Yl12(q), on obtient,
1Y z2(0) = LEIEOO 1YL 2 (0)- (5)

Grace a (4), a Uinégalité de Cauchy-Schwarz et a Uinégalité |||Yr||rv ) — Y |lvo| < 1Yz —
Y|, on obtient,
E(Y)= lim E(Yz)=0, (6)

L—+o00

ou la derniére égalité résulte de I-1). En combinant (5) avec (6), on trouve que,

Var(Y) = lim Var(Yy). (7)

L—+o00
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Désignons respectivement par ®y et @y, les fonctions caractéristiques de Y et Yy. D’apres
I-1), on sait que pour tout L € N et pour tout £ € R,

Var(YL)fz) '

- )

Py, (§) = exp (—

Par ailleurs, il résulte de (4), que la suite (Y1)ren converge en loi vers Y, ce qui revient a dire
que pour tout £ € R,

Py (§) = lim Py, (). (9)

L—+oc0

En combinant, (7), (8) et (9), on trouve que pour tout £ € R,

i)

Py (€) = exp (— 5

ce qui montre que Y est une variable aléatoire gaussienne centrée.

Partie II : représentation du mouvement brownien dans le systéeme de Schauder
On appelle le systéme de Schauder, la suite {A;};mep des fonctions de [0,1] dans R
définies pour tous (j,k) € D et t € [0,1], par A;x(t) = fot hjx(u) du.
1) Montrer que pour tout ¢ € [0,1], 'on a : Ago(t) = t.

Réponse : on a en utilisant les définitions de Ngg et hoo. Pour tout t € [0,1], Ago(t) =
¢ ¢
Jo Loa(w) du = [ du=t.

2) On suppose (j, k) € D\{(0,0)} ; prouver que le support de la fonction A, est I'intervalle
[%, 2%], puis que 'on a pour t € [%, 2% ,

Att) =2 win { (1= £20). (55 - 0)

Réponse : lorsque 0 <t < (k—1)277, on a h;x(u) = 0 pour tout u € [0,t] et par conséquent

Ajr(t) =0
lorsque k279 <t <1,
. (2k—1)27971 k2~ ' ' '
M) =27 | an— [ du) = P2 — 2 <
(k=1)2-7 (2k—1)2—i—1

lorsque (k —1)277 <

t < (2k —1)27971,

. ¢ . E—1
Aj,k(t)zzﬂ“/ du:2j/2<t— 5 );

(k—1)2-3




lorsque (2k —1)27771 <t < k277,

, (2k—1)2771 t ' ' 9%k — 1 o
Aji(t) = 2J/2(/ - / du> = 21/ (2_3_1 —t+ —= ) = 2/ <— — t).
(k—1)2~3 (2k—1)2-3—1 27+ 27

Il résulte de tout ce qui précede que Supp A = [%, Qﬁ]

At = 2P { (1= £22). (5 - 1)}.

3) Dans un méme repere orthogonal, tracer en quatre couleurs différentes les graphes re-
spectifs des fonctions Ag 1, Agg, Agz et Agy.
4) Prouver que pour tous 1,1t € [0,1], Pon a : min(ty,t2) = 32, pyep Dju(t1) A k(ta).

lk}

}etquelonapourte[zj ) 53

Réponse : pour tout t € [0,1], 104 € L*([0,1]), ainsi en utilisant le fait que le systéme de
Haar forme une base hilbertienne de L*([0,1]), on a pour tout t1,t, € [0,1],

1
min(tl, tg) = / 1[07151] (U)l[o’tQ] (u) du = <1[0,t1]7 1[0’752})
0

= Z (L0611, Pjie) (Lio,ea) 1 Z Ajr(t)Aj(ta).

(4,k)€ED (4,k)€D

5) Soit {€; 1} k)ep une suite de variables aléatoires réelles indépendantes gaussiennes centrées
et réduites, définies sur €. Pour tout ¢t € [0, 1], on pose

: : A]a ejvk'

(4,k)eD

Apres avoir justifié la convergence de cette série, montrer que le processus stochastique { B(t) }+c(o,1]
ainsi défini, possede la méme loi que celle d’'un mouvement brownien standard.

Réponse : remarquons que l'on a pour tout t € [0,1] et pour tout (j,k) € D, Aji(t) =
(Ljo,gs hjk) : ainsi, d’apres la partie 1), la série B(t) = > cp Ajr(t)ejn est convergente
dans L*(Q), de plus le processus stochastique {B(t)}eo1] est gaussien centré et sa fonction de
covariance sg, est donnée pour tous t1,ty € [0, 1], par,

1
sp(ty,ta) = / 110,41 (1) Lo 1] (w) du = min(ty, ta) ;
0

ainsi {B(t) }ieo,1) admet la méme fonction de covariance que celle d’un mouvement brownien
standard ; le processus gaussien centré {B(t)}icpo) posséde donc la méme loi que celle d'un
mouvement brownien standard.



6) Montrer que pour tout j € N, I'on a : max;c[,1 (Zi]ﬂ Ajyk(t)> =251,

Réponse : au moyen de II-2), on peut montrer que Eijzl A (1) =0. Soitt € [0,1], pour
tout j € N, il existe un unique m € {1,...,27} tel que t € [(m — 1)277, m277], ainsi il résulte
de 1I-2), que pour tout k € {1,... , 29}, wérifiant k # m, on a Aj(t) = 0 ; on en déduit que

ijzl Ajr(t) = Ay (t). Il résulte de ce qui précéde et de 1I-2), que

te[0,1] me{l,...,27} m—1)2=7,m2-7]

97

_i_

max ZAM(t) = max <t€[( max A%m(t)):Q 21,
k=1

7) Au moyen du Lemme de Borel-Cantelli prouver que 'on a presque strement,

sup |€j’k| < 00

(j,k)eD V I+ ]
Réponse : soit ¢ une constante vérifiant ¢ > \/2log2. On a pour tout j € N,

IP’( max |ej7k]>c\/1+j):]P’ U {wEQ:]ej7k(w)]>c\/1+j}

ke{l,...,279} kil 2}

< ZP (lessl > ev/T+5) = 2P (12] > ey/T+]) (10)
k=1

ou Z est une variable aléatoire réelle qui suit une lot normale centrée et réduite. Par ailleurs,
rappelons qu’on a vu en TD que, pour tout réel A > 1,

U2 exp(—A2
P(1Z] > ) < (%) ORENL) < exp(-22/2) (11)

Il résulte de (10), (11) et de linégalité 27'c* > log 2, que,

+00 +oo
Z]P’ ( max | lejil > cy/1 —I—j) < Zexp ((log2)j —27'¢*(j + 1)) < o0.
j=0 Jj=0

kefl,...,29

Finalement, en utilisant le Lemme de Borel-Cantelli et le fait que €y est fini presque sirement,
l’on a presque siurement,

; max i €
sup el = sup {|€O,0|7 sup ( k(1,29 | ]k‘)} < o0,

Grep V1I+] jeN VIt

8) Au moyen de I1I-6) et II-7), montrer qu’il existe Q2* un événement de probabilité 1, tel que

pour tout w € Q*, la fonction ¢ — Ago(t)ego(w) + jzog ijzl A ;(t)ejk(w) est bien définie

6



de [0, 1] dans R, et qu’elle est continue sur [0, 1].

Réponse : soit C* la variable aléatoire positive définie par

D’apreés 11I-7) on sait que QO = {w € Q : C(w) < oo} est un événement de probabilité 1.
Désignons parC([O, 1]), lespace des fonctions a valeurs réelles, définies et continues sur [0, 1] ;
rappelons que cet espace de Banach est muni de la norme notée par ||- ||« et définie pour tout f €
C([0,1]) par || flle = SUpepoq |f(t)]. Fizons w € O, pour tout j € N, nous notons par R;(-,w)
la fonction de C([O, 1]), telle que pour tout t € [0,1], on a R;(t,w) = ijzl A p(t)ejn(w) ; ainsi
pour montrer que la fonction t —— Ao o(t)eoo(w) + Z;;Og 2 Ak(t)ejr(w) est bien définie
de [0,1] dans R, et qu’elle est continue sur [0, 1], il suffit de prouver que la série de fonctions

;’208 R;(-,w) est normalement convergente dans Uespace C([0,1]), ¢’est-a-dire que

S8l < o0 (12)

En utilisant 1I-6) et 1I-7), 'on a pour tout j € N, ||R;(-,w)|e < C*(w)Q’%’Hﬂ +7 et (12)
résulte de cette derniere inégalité.



