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Le sujet de I'’examen consiste en un probleme dont les deux parties peuvent étre traitées
indépendamment 1'une de l'autre. Dans tout ce probleme, {W;}ico1) désigne un mouvement
brownien standard défini sur un espace de probabilité (2, F, P) ; de plus, on suppose que pour
tout w € Q, la fonction ¢ — W;(w) est continue sur [0, 1] et vérifie Wy(w) = 0. Dans tout
ce probleme, I'espace des fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1], est noté par C' ; il est
muni de la norme de la convergence uniforme || - || et de B¢ la o-algebre borélienne.

Partie I Soient m et M, les variables aléatoires réelles définies par m = min,co,1) Wy et M =
maxcjo1] Wi On note par (§)ien+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans {—1,1},
définies sur (2, F, P), mutuellement indépendantes, identiquement distribuées, et vérifiant

P& =1)=P(=-1)=1/2, pourtoutl e N*;

de plus on désigne par (5;);en, la suite des variables aléatoires telles que pour tout w € 2 on a,
So(w) = 0 et quelque soit i € N*,

Si(w) = &G(w).

Enfin, pour tout n € N, on pose m,, = ming<;<,, S; et M,, = maxo<;<, S;.
1) Soit H : C' — R? (R? est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout z € C'
par
H(z) = i t), max z(t), z(1)).
() (fé%é% x(t), max z(t), o )

a) Montrer que H est une fonction lipschitzienne.

1l suffit de montrer que les coordonnées de H sont des fonctions lipschitziennes de C' dans

R. Remarquons que pour tout x € C, l'on a minejo 1) 2(t) = —maxep,q ( - x(t)); ainsi, pour
tous x,y € C,
i t) — mi t } = —x(t)) — —yl(t ‘ 1
20O~ iy = L (o0 ey (o) "

Montrons maintenant que pour tous x,y € C,

— < |ax — : 2
1t6Hl[6a,}1(] x(t) gél[(é)l,)f] y(t)‘ <z =yl (2)

étant donné que dans (2), x ety jouent des roles symétriques, il suffit de prouver que

t) — )<l =yl
tgl[g}]fv() tem[%y()_l\x vl
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i.e. pour tout t € [0, 1],
2(t) < llz = ylloo + y(t)- (3)
Linégalité (3) est vérifiée pour tout t € [0, 1], puisque 'on a
[z = ylloo +y(t) = x(t) — y(t) +y(t) = z(t).

En combinant (2) et (1), on trouve que

in z(t) — mi t’< — Y.
tg%ég}w() tgég]y() <z -yl

Enfin, grace a la définition de ||z — y||o, on a

|2(1) —y(D)| = [(z —=y) (V)] < [z =yl

b) En déduire que lorsque n tend vers +oo, le vecteur aléatoire n='/2(m,,, M, S,) converge
en loi vers (m, M, Wy).

Pour tout n € N*, nous désignons par {X,(t)}icpoa), le processus stochastique dont les

trajectoires sont les fonctions continues et affines par morceaux définies, pour tous w € §2 et
t € 10,1}, par

Xo(t,w) = (”_1([7“] +1) —’f) Spa@) <t—n1[nt]> Sint)+1(w)

n-1 vn n-1 N
ot [nt] est la partie entiére du réel nt ; remarquons que, pour tout w € €2,
H(X,(-,w)) = n~ 2 (ma(w), Ma(w), S(w)) et HW.(w)) = (m(w), M(w), Wi(w)).  (4)

Grace a (4) et au Théoréme de Portmenteau, nous savons que pour répondre a la question, il
suffit de prouver que pour tout ouvert G de R®, l'on a
1im+mfP({w €Q: H(X,(,w)) €G}) > P({weQ: HW.(w)) € G}). (5)
n—-+0oo
Nous notons par H'(G) = {z € C : H(x) € G}, l'image réciproque par H de l'ouwvert G ;
H=YG) est un ouvert de C' a cause de la continuité de H. Nous désignons respectivement
par Py et Px,, les mesures de probabilité sur Be, induites par les processus {W(t)}iejo et
{Xn(t) e, 5 remarquons que (5) est équivalente a

liminf Py, (H(G)) > Pw(H1(G)). (6)

n—-+00

Finalement, il résulte des Théorémes de Donsker et de Portmenteau, que (6) est vraie.



2) Pour tout n € N et j € Z, on pose p,(j) = P({w € Q: S(w) = j}) : de plus pour
tous a, b, v € Z, vérifiant

a<0<b et a<b et a<v<h, (%)

on pose
pa(a,b,v) = P({w € Q: a < my(w) < M,(w) <b et Sp(w) =v}).

a) Montrer que les séries /2% p,(v+2k(b—a)) et 302 p,(2b — v+ 2k(b— a)) sont

convergentes.

Etant donné que les variables aléatoires & sont a valeurs dans {—1,1}, en utilisant la
définition de S,, et l'inégalité triangulaire, on peut facilement montrer que pour tout w € 2, on
a |Sp(w)| < n ; ainsi pour tout j € Z, on a p,(j) = 0, lorsque |j| > n (notons au passage que
pa(j) > 0 dans le cas contraire |j| < n). Il en résulte que Y ,°°  pn(v+ 2k(b — a)) est une
somme sur l’ensemble fini des entiers relatifs k tels que ‘U+2/€(b— a)‘ <n. De fagon analogue,
[’on a que Z;ioo DPn (2b —v+2k(b— a)) est une somme sur l’ensemble fini des entiers relatifs
k tels que }Qb —v+2k(b—a)| <n.

b) On désigne par E(n,a,b,v) I'égalité :

pnla,b,v) = f pn(v+2k(b—a)) — i pn(2b—v—|—2k(b—a)).

(i) Montrer que £(n,0,b,v) est vraie pour tous n € N, b € N* et v € N, tels que v < b.

Remarquons que l'on a my,(w) < 0 pour tout n € N et tout w € Q, puisque So(w) =0 ; il
en résulte que p,(0,b,v) = 0. Ainsi, pour répondre a la question, il suffit de prouver que

+00 +00
> pu(v+2kb) = > pa(—v+2(k+1)b). (7)
k=—o00 k=—o00
On a
Z p(—v+2(k+1)b) = Z pn( — v+ 2kb) = Z pa( —v — 2kD). (8)

Notons que les variables aléatoires S, et —S, sont égales en loi ', ainsi

pour tout j € Z, pn(j) = pn(=J)- (9)

Finalement, en combinant (8) et (9), on obtient (7).

Lorsque n = 0 cette égalité est évidente, et lorsque n > 1 elle résulte de I’égalité en loi des vecteurs aléatoires

(&1y..,&n) et — (&1, .., &n).



(ii) Montrer que £(n,a,0,v) est vraie pour tous n € N, a € Z* et v € Z_, tels que a < v.

Pour répondre a cette question, on utilise une méthode a peu prés analogue a celle qui
nous a permis de répondre a la question précédente.

(iii) On admet que £(0,a,b,v) est vraie pour tous a,b,v € Z vérifiant (%) ; au moyen d'un
raisonnement par récurrence sur n, montrer £(n,a,b,v) est vraie pour tout n € N* et
tous a,b,v € Z vérifiant ().

On a montré précédemment (voir (i) et (ii)), que E(n,a,b,v) est vraie lorsque a = 0 ou
b =0 ; par la suite nous supposons que b > 0 et a < 0. Soient les variables aléatoires
i+1
So=0etS; = Zfl pour tout 1 € N* ;
1=2
nous posons
m, = min S; et M, = max S; pour tout n € N.

0<i<n 0<i<
Remarquons que pour tout n € N les vecteurs aléatoires (S, ..., S,) et (So,...,S,) sont
égaux en loi, puisque les vecteurs aléatoires (&2,...,&n1) et (&1,...,8n) le sont ; il en

résulte que les vecteurs aléatoires (M, M,,S,) et (my, M,,S,) sont de méme loi. Re-
marquons ausst que [’'on a pour tout n € N*,

my, = min (0,& + my,_1) et M, = max (0,& + Mnfl) ; (10)

en effet

m, = min (0, min Sl-) = min (O, 121‘121 (§1 + gi,1)> = min (O, &+ mn,l)

1<i<n

et
M, = max (O, max Si) = max (O, 112?51 (51 + S'i_l)> = max (0, &+ Mn_l).

1<i<n
Il résulte de (10) que, pour tout n € N*, les inégalités a < m,, < M, < b s’écrivent
a < min (0,51 + mn,l) < max (0,51 + ]\;[n,l) <b; (11)
de plus, étant donné que b > 0 et a < 0, (11) revient exactement a dire que
a <& 4 M1 <&+ M, <b.
Ainsi on a établi que pour tout w € 1,

a < mp(w) < Mp(w) < b= a—§& (W) < fnp(w) < My_i(w) < b—&(w). (12)
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En utilisant (12), la formule des probabilités totales et I'égalité S, (w) = & (w) + Sp_1(w)
pour tout w € 2, on a, compte tenu de l'indépendance de & et (My—1, Myp_1,S,_1) ainsi
que de ’égalité en loi de (my,—1, My_1,Sn_1) et (my_1, My, _1,Sn_1), pour tout n € N*,
pnla,b,v) = Pla <my, < M, <b,S, =v)
=Pla—& <yt < Moy <b— &, 51 =v—£)
=Pla—1<my, 1 <M,y <b—1,8,1=v-1/§=1)P& =1)
+P(a+ 1<yt <M,y <b+1,8, 1 =v+1/& =-1)P(& = -1),
=Pla—1<muy <My <b—1,8,_,=v-1)P(¢ =1)
+P(a+1 <My <My <b+ 1,8, 1 =v+1)P& =-1)
= P(a— l<mu, 1 <M, 1<b—1,5,_1=v— 1)P(£1 =1)
+Pla+1<mu1 <My <b+1,5_1=v+1)P( =—-1)
=2, q(a—1,b—10—1)+2p, 1(a+1,b+1,v+1). (13)

En utilisant de nouveau la formule des probabilités totales, on a compte tenu de ['indépendance
de &, et S,_1, pour tousn € N* et j € Z,

pn(j) = P(Sn :]> = P(Sn :j/gn - )P(gn - 1) +P(Sn :]/gn = _1>P<§n = _1)
= P(Sp1=J—1/&G=1PE =1)+ P(Sp1 =j+1/& = -1 P(& = —1)
= P(S,.1=7—-1DP&. =1)+P(Sp1=j+1)P(&, =-1)
= 27 (= 1)+ 27 pui (5 + 1). (14)

Par ailleurs, [’hypothese de récurrence nous permet de supposer que les égalités
Em—1l,a—1,b—1,v—1)etEMn—1l,a+1,b+1,v+1)

sont vérifiées ; l'on a ainsi,

+00 +oo

Pn_1(a—1,b—1,0—1) = Z pn—1(v—142k(b—a))— Z Pn—1(2b—1—v+2k(b—a)) (15)
k=—00 k=—o0

et
+00 +oo

Poi(a+1,b+1,0+1) = D g (04142k(b—a)) = > pu-i (2b+1—0+2k(b—a)). (16)
k=—o00 k=—o00

Finalement, au moyen des égalités (13), (14), (15) et (16), on obtient
pu(a,b,v) =2""p 1(a—1,0—1,0—1)+2'p, 1(a+1,b+1,v+1)

= i 2_1<pn_1(v—1—|—2k:(b—a)) +pn_1(v+1+2k(b—a))>
k=—0c0
_ Z (m , 2b—1—v+2k(b—a))+pn_1(2b+1—v+2k(b—a))>
= Z pn(v+2k(b—a)) — Z Pn (20 — v+ 2k(b — a)).



3) Soient a, b, u,r € Z vérifiant
a<0<b et a<u<r<hb,
montrer que pour tout n € N, on a

Pla<m, <M, <bu<S,<r)

+oo
= Z P(u+2k(b—a) < S, <7+ 2k(b—a))
k=—0oc0
— > P(2b—r+2k(b—a) < S, <2b—u+2k(b—a)).
k=—0o0
On a )
Pla<m, <M, <bu<S,<r)= Z pn(a,b,v), (17)
v=u-+1
avec la convention que Y. wst - =0 lorsque r = u+1. Grace a (17) et a 2)b), on obtient
Pla<m, <M, <bu<S,<r)
oo r—1 +oo -1
= Z anv—f—?kb—a Z an 2b — v+ 2k(b — a))
k=—o00 v=u+1 k=—o00 v=u+1
+o00
= Z P(u+2k(b—a) < S, <r+2k(b—a))
k=—0oc0

— > P(2b—r+2k(b—a) < S, <2b—u+2k(b—a)).

k=—o00

4) Soit I’ensemble © = {(a’,ﬂ',v’,é’) ER* /< fBetad <y << B’} : nous désignons
par («, 3,7,9) un élément fixé de © qui vérifie « <0 et § > 0.
a) Pour tout n € N*, nous posons

an = [an*’?], b, = —[—pn"?, u, = [yt et r, = —[—on'/?,

ot [-] désigne la fonction partie entiere. Montrer que le vecteur n='/2(a,,, by, u,, ) appartient
a O, et que ce vecteur converge vers («, 3,7, ) lorsque n tend vers +oo.

Montrer que n=Y%(ay, by, un, o) € © revient ¢ montrer que (an, by, tun, ) € ©. L’inégalité

a < v, implique que a, < u,. De plus on a r, > 0n'/? puisque —on'/?6 > [—on'/?] = —r, ; il
en découle que r, > yn*/? > w,. De méme, on peut montrer que b, > a,. L’inégalité 5 < B
est équivalente & —én'/? > —Bn'/? qui implique que —r,, = [—6n'/?] > [~Bn'/?] = —b,, ce qui

équivaut a b, > r,.
Pour montrer que le vecteur n=Y?(a,, by, un,m,) converge vers (a, B,7,9) lorsque n tend
vers +00, il suffit de prouver que l’on a pour tout n € N*,

]n_1/2an—a\ < n—1/2’ ’n_1/2bn_5‘ < n—1/2’ ]n_l/Qun—fy\ < n—1/2 et ‘n—l/an_é‘ < n—1/2 .
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nous allons nous contenter d’établir la derniere de ces quatre inégalités, les trois autres peuvent
étre obtenues de facon analogue. Au moyen de I'égalité r, = —[—én'/?] et de l'inégalité
‘ — onl/? — [— 5n1/2]’ < 1, on trouve que

|n=Y%r, — 5| = n_l/Q‘ —on'/? — [—5711/2]‘ <n Y2

b) Pour tout (/, 5',7/,d") € ©, nous notons par Al : ﬁ’ le sous-ensemble borélien de R? défini

par Al/",g/ = {(Ly,z) ER:d<r<y<fPety <z< 5’} ; nous admettons que pour tout
(o, 3,4,0") € ©, on a
P((m M, W) € 0AL%) =0,

ol 8A7, 'y désigne la frontiere de AV, ‘- Montrer que pour tout (o, §',7',6') € ©, on a

P((m,M,Wy) € AL%) = lim P(n™"2(m,, M,,S,) € AL%)

n——+00

et en déduire que

P(a<m§M<B,’y<W1<(5): lim P(an<mn§Mn<bn,un<Sn<rn).

n—-4o00

L’hypothese P((m M, Wy) € 8Aa, B’) =0, signifie que AA’, 5 est un ensemble de conlinuité
pour la loi de probabilité du vecteur aléatoire (m, M, Wy) ; amsz au moyen de 1)b), on obtient

P((m, M, Wy) € AL%) = lim P(n~"2(m,, My, S,) € ALY). (18)

n—-+00

Nous posons D = Al‘; ; de plus, pour tout | € N*, vérifiant | > ly = [2(5 — ’y)_l] + 1, nous
posons

Dy —Az:rlz11?3211:{(ﬂi,y,z)GR?’:a+l_1<:B§y<ﬁ—l_1 €t7+l_1<z<5_l_l}

et

Df =A" ll 1‘;:[[11:{(x,y,z)€R3:a—l_1<x§y<6+l_1 etv—l_1<z<5—|—l_1}.

1l est clair que

+o00
m CDCDf, cDf, DL, \Dy,cD\D; et ()(Df\D)coD; (19)
I=lp

D C D

de plus, il existe ny = nq(l), tel que pour tout n > ny,

n12y, n=1/2p,
D An 1/24 n*1/2bn (20)

= { x,y,z) € R3: n_l/zan <r<y< n_l/an et n_l/Qun <z< n_l/an} - Dz+>
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puisque, d'aprés 4)a), les suites ("™ 2a,)u1, (0Y2b,)s1, (" 2u,)us et (n~V2r,)us1 con-
vergent respectivement vers «, 3, v et §, lorsque n tend vers +oo. Il résulte de (20) que

P(n_l/Z(mn, M,,S,) € Dl_) < Plap, <my, < M, <by,u, < S, <rp) < P(n_l/Q(mm M,,S,) € D;’) :

ainsi en utilisant (18), on obtient

P((m, M, W) € Dy) (21)
< limian(an <my <M, <b,,u, <S8, < Tn) < limsupP(an <my, <M, <b,,u, <S8, < rn)
n—+00 n—r+00

< P((m, M, W) € D).
De plus, (19) et le fait que P((m, M, W) € 3D) =0, impliquent que

P((m,M,Wy) € D) = lim P((m,M,W;) € D;) = lim P((m,M,W;) € D}). (22)

l—+o00 =400

Finalement, en combinant (21) et (22), on trouve que

P(a<m§M<B,’y<W1<(5): lim P(an<mn§Mn<bn,un<Sn<rn).

n—-4o00

c¢) Pour tout k € Z, nous posons

5+2k(B—a) 28—v+2k(B

e 2 dr et hi(a, B, 7,0

gk(aaﬂa,ya / ) /
~ Ve ~+2k(3 " Ver —5+2k(8

2
e % /2 .
dx ;
montrer que

ge(a, B,7,0) = lim P(u, + 2k(b, — ay) < S, < 7 + 2k(b, — ay))

n—-+o0o

et que

hi(a, B,7,0) = lim P(an —1n + 2k(by, — ap) < S, < 2b, — up, + 2k(b, — an)).

n—+4o0o

Grace a 4)a) U'on a

lim n~Y/? (un 4 2k(b, — an)) =7+ 2k(8 — )

n—-+0o0o

et
lim n~ Y2 (rn + 2k(by, — an)) = 0 + 2k(8 — ).
n—-+00
Ainsi, pour tout € > 0, il existe ng = ng(e, k) tel que pour tout n > ng, on a

v+ 2k(B—a) —e <n P (un 4 2k(b, —an)) <y +2k(8 —a)+¢ (23)
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et
§+2k(B—a) —e <n 2 (r, + 2k(by — a,)) <0+ 2k(8—a) +e. (24)

Il résulte de (23) et (24) que tout n > ny,

P(y+2k(B—a)+e< n 128, <5+ 2k(8 —a) - £)
< P(n’l/2 (un + 2k(b,, — an)) <n 128, <n 1?2 (rn + 2k(b, — an)))
<P(y+2k(B—a)—¢ <n 128, < 6+ 2k(B—a)+e) ;

ainsi, en appliquant le Théoreme de la limite centrale, on obtient

/5+2k B 2/2 p
v T
\/ﬁ y+2k(8
1/2 B ~1/2 —1/2 _
< lrllr_rggof P( (un + 2k(b,, an)) <n %S, <n (Tn + 2k(b, an)))
< lim sup P(n_1/2 (un + 2k(b, — an)) <n 128, < n71/? (Tn + 2k(b, — an)))
n—+o00

0+2k(B—a)+e
B \/27T /v+2k‘(ﬁ a)—e

Puis, en remarquant que

P(n_1/2 (un + 2k(b, — an)) <n Y28, <2 (rn + 2k(b, — an)))
= P(uy + 2k(by, — ay) < Sp <1y + 2k(b, — ay))

e 2 dy.

et en faisant tendre € vers 0, on trouve que

gr(a, B,7,0) = nl_l)l}_loo P(un + 2k(b, — a,) < S, < ry + 2k(b, — an)).

De facon analogue, on peut montrer que

hi(e, 8,7,0) = lim P(an —1n + 2k(b, — a,) < S, < 2b, — up, + 2k(b, — an)).

n—-+o0o

d) Au moyen de 3), 4)a), 4)b) et 4)c), montrer que

P(a<m§M<67’y<Wl <5):Z(gk(a767775)_hk<a757775>)

kEZ

Fizons € > 0. Il existe ko = ko(g, o, B,7,0) € N* tel que
5—2ko(B—a)

1 oo 2 2
0< R, = E gr(a, B,7,6) < —</ 6_$/2dx+/ 6_$/2d$)S€/2;
o V2T ~y+2ko (B—cv) —00

kEZ,|k|>ko
(25)



notons que pour obtenir 'avant derniere inégalité, on utilise le fait que les intervalles [”y +
2k(B — a),8+2k(8 — a)], k € Z sont disjoints (c’est le cas car 2(f—a) > B—a > 85—~ >0).
D’apreés 4)a) nous savons que

v+ 2ko(f — ) = lim n~1/? (un + 2ko (b, — an))

n—-4o00

et
d — 2ko(f — ) = lim n~ 1?2 (rn — 2k (b, — an)) :

n—-+oo
par conséquent, il existe ng = nay(e, ko) € N*, tel que pour tout n € N*, vérifiant n > ng, on a
v+ 2ko(f —a) —e/4 < n~1/? (un + 2ko (b, — an)) (26)
et
6 — 2ko(f — ) + /4 >n"Y? (rn — 2ko(bn — an)). (27)
Etant donné que les intervalles [n‘l/Q (un + 2k(b, — ay),n"1/? (rn + 2k(b, — an)] , k € Z sont

disjoints, on a pour tout n > ns

0 < Ri,= > P2 (un+2k(b, — an) <n 28, <n2(r, + 2k(by — an)))  (28)

= ko,n
’ kEZ,|k|>ko
< P(n_1/2Sn > n 12 (un + 2ko(by, — an))) + P(n_l/zSn <n 12 (rn — 2ko(by, — an)))
< P(n728, > v+ 2k(B — a) —e/4) + P(n7'2S, < § — 2ko(B — a) +¢/4),

ot la derniére inégalité résulte (26) et (27). Au moyen de (28), du Théoréme de la limite
centrale et de la derniére inégalité dans (25), on trouve que

) 1 400 29 0—2ko(B—a)+e/4 29
limsup R; ,, < —(/ e ” d:L‘—I—/ e ” d:L‘) <e. 29
notoo 0 V21 NS 2ke(B—a)—e/4 o (29)
Posons
A, = Z (gk(&, B,7,0) — P(n’l/2 (un + 2k(b,, — an)) <n 128, <n 1?2 (rn + 2k(b, — an)))> '
kEZ
et
Bko,n = Z (gk;((l/, 67 s 5)—P(7’L_1/2 (un+2k(bn_an)) < n_1/2sn < n_1/2 (rn+2k(bn_an)))> ‘

keZ,|k|<ko

Notons que 4)c) implique que
lim By, =0. (30)

n—+oo

En utilisant 'inégalité triangulaire et (25), on obtient

Ay < By + Ry, + R,%W < Bpym +¢/2+ R

ko,n’
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ainsi, il résulte de (29) et (30) que

limsup 4,, < 3¢/2.

n—-+o0o

En faisant tendre € vers 0, on trouve que limsup,,_, . A, = 0, ce qui montre que

> ge(a,.7,6) = Hm Y P(uy + 2k(by — an) < So < 1o+ 2k(by — ay)). (31)

n—+4o00
keZ keZ

De méme on peut établir que

> hi(e, 8,7,0) = lim > P(2by = 7+ 2k(by — an) < Sy < 2by — ty + 2k(by — ). (32)

k€EZ k€eZ

De plus grace a 3), nous savons que pour tout n € N,

Pla, <m, < M, <by,u, < S, <ry) (33)
“+o0o
- Z P(un + 2k(b, — a,) < S, < ry + 2k(b, — an))
k=—0c0

+o0
— > P(2by — 7+ 2k(by — an) < Sp < 20y — uy + 2k(by — a)).

k=—o0

Finalement, au moyen de 4)b), (31), (32) et (33), on obtient le résultat qu’on cherche a établir.

Partie IT Soit {Y;}sc[0,1) le processus stochastique, appelé pont brownien, défini par :
Yi(w) = Wi(w) — t Wi(w), pour tout (t,w) € [0, 1] x Q.

1) Montrer que {Y;}co,1) est un processus gaussien centré dont les trajectoires sont des fonc-
tions continues.

Pour tout k € N* et tousty, ..., tx € [0, 1], toute combinaison linéaire des variables aléatoires
Yi,,..., Yy, est en fait une combinaison linéaire des variables aléatoires Wy, ,... , Wy, , W1 ;
étant donné que {Wiktico) est un processus gaussien centré, il en résulte que {Y;}icpoq) lest
également. Pour tout w € Q fizé, la fonction t — Yi(w) est continue, conme somme des deux
fonctions continues t — Wy(w) et t — —t Wy (w).

2) Pour tout n € N* soit 'événement A, = {w €N:0< Ww) < n_l}, montrer que
P(A,) > 0 et que |n(2m)/2P(A,) — 1] <n72/2.

On sait que Wy est une variable aléatoire gaussienne centrée et réduite, ainsi P(A,) =
(2m)~1/2 fol/n e 2 dx > 0. Grice au Théoréme de la moyenne, on a ezistence de ¢, €]0,1/n],

tel que n(2m)/2P(A,) = e~/2. D’autre part, le Théoréme des accroissements finis permet de
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prouver que pour tout y €]0, 400, on a 1 —e™¥ < y. Ainsi, en posant y = 02/2, on trouve que
In(2m)2P(A,) — 1| < 2/2 <n7?/2.

3) On note par Y la variable aléatoire de (2, F, P) dans (C, B¢) induite par le pont brownien
{Yi}iepo,1) 5 plus précisément, pour tout w € Q, Y (w) est la trajectoire ¢ — Y;(w). On désigne
par Py la loi de la variable aléatoire Y, c’est-a-dire la mesure de probabilité sur Bo, définie
par :

Py(B) = P(Y~'(B)), pour tout B € B¢,

ot Y7(B) = {w € Q: Y(w) € B} est 'image réciproque de B par Y. Pour tout n € N*, on
désigne par Q,,, la mesure de probabilité sur Be, définie par :

P(A,NY~'(B))

Q,.(B)=P(Y '(B)/4,) = pour tout B € Be.

P(An) ’
a) Nous supposons que k € N* et tq,...,t; € [0, 1] sont arbitraires et fixés. Montrer que la
variable aléatoire W) est indépendante du vecteur aléatoire (Y;,,...,Y;,). On pourra utiliser

le fait que pour tout d € N*, tout vecteur gaussien centré Z a valeurs dans R? et dont les
coordonnées sont linéairement indépendantes, admet une densité de probabilité f, telle que
pour tout z € RY,

f2(z) = (2m) 2 (det (£5))Pexp (- 272°%5"%) ;

N . LN . ’ , N —1 ;.
ou z est identifié & une matrice colonne dont la transposée est notée z*, et ou )., désigne
I'inverse de ), la matrice de variances-covariances de Z.

Il existe | € N* vérifiant | < k, et il existe sy,...,8 € {t1,...,tx}, tels que les variables
aléatoires Yy, , . .., Ys, sont linéairement indépendantes et Vect{Ys,, ..., Y5} = Vect{Y,,,.... Y;, }.
Il suffit en fait de montrer que la variable aléatoire Wy est indépendante du vecteur aléatoire
(Ysy, ..., Ys). Il est clair que (W1,Ys,,...,Ys,) est un vecteur gaussien centré. De plus, pour
tout m € {1,...,1}, on a

cov(Wy,Ys, ) = cov(Wy, Wy, — s, W1) = cov(Wy, W ) — spyvar(IVy)

= min(1, $,) — Sm = Sm — Sm = 0.

Ainsi Y . v la matrice de variances-covariances de (W1, Ys,, ..., Yy,) vérifie
1 0
ZWLY_(O ZY)j
ol Yy est la matrice de variances-covariances de (Yy,,...,Yy,). Notons que det (>, 1) =
det (Zy) # 0, puisque les variables aléatoires Ys,,...,Ys sont linéairement indépendantes.

Ainsi, fu,y, la densité de probabilité de (W1,Ys,,...,Y,,), existe et vérifie > pour tout (w,y) €

2Notons que y est identifié & une matrice colonne, dont la transposée est notée par y*.
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R x R,

fury (w,y) = <27r>—“+”/2(det(Zy)>‘”26xp<—2‘1<w y*)(é zi)(”)

_ (27T)_(l+1)/2(det (ZY ))*1/2 exp ( _o=ly2 _ 2_13/*2;13/)

= fm(w)fr(y), (34)
ou fw, et fy sont les densités de probabilité de Wy et (Ys,,...,Ys). Enfin, ’égalité (34) signifie
que la variable aléatoire Wy est indépendante du vecteur aléatoire (Yy,,...,Ys,).

b) Nous supposons que D est un cylindre de C, autrement dit, il existe £ € N* il existe
t1,...,t, €10,1], et il existe V un sous-ensemble borélien de R, tels que

D={zeC:(x(tr),...,z(ty) € V}.

Montrer que pour tout n € N*, on a Q,(D) = Py (D) ; en déduire que Q,,(B) = Py (B) pour
tout B € Bg.

En utilisant les définitions de Q,,, D et A,, on obtient

P(A,NY~Y(D))
P(A,)
P{weQ:0<Wi(w) <n'}n{weQ: (Y, (w),...Y(w)eV})
PlweQ:0<W(w) <n'}) ’

Qn(D) =

ainsi, lindépendance de Wy et (Yi,,....Yy,), implique que
Q,(D)=P({w e Q: (Y (w),... Vs (w)) € V}) =Py(D).

Désignons par D la classe de tous les cylindres de C, D est un mw-systeme, de plus o(D) = Be
(voir le Chapitre 3 du cours). Nous venons de voir que les mesures de probabilité Q,, et Py
coincident sur D, ainsi le Lemme 1.22 du Chapitre 1 du cours, nous permet d’affirmer que ces
deur mesures de probabilité coincident également sur Be.

4) On note par W la variable aléatoire de (€2, F, P) dans (C,B¢) induite par le mouvement
brownien {W}:cjo,1) ; plus précisément, pour tout w € Q, W(w) est la trajectoire ¢ — W;(w).
Pour tout n € N*, on désigne par H,, la mesure de probabilité sur B¢, définie par :

P(A,NnW~YB))

PlA , pour tout B € B¢,

H,(B) = P(W™(B)/A,) =

ot WH(B) ={w € Q: W(w) € B} est 'image réciproque de B par W. Enfin, pour tout = € C
et O C C, on pose dist(z,0) = inf {|lz— 2|~ : 2 € O}, avec la convention que dist(z, O) = 400
lorsque O est I'ensemble vide.

13



a) Soit F' un sous-ensemble fermé arbitraire de C', montrer que I'on a pour tout n € N*|
H,(F) < Qn(F,), ot F, est le sous-ensemble de C' défini par F,, = {z € C : dist(z, F) < n~'}.

Compte tenu des définitions de H, et de Q,, pour établir l'inégalité H,(F) < Q,(F,), il
suffit de prouver que A,NWYF) C A,NY"Y(F,), ce qui revient a montrer que A,NW~1(F) C
Y=YF,). Pour tout w € Q, on a

Y (w) = W(w)leo = sup [Yi(w) = Wi(w)| = [Wi(w)] sup ¢ = [Wi(w)], (35)

tef0,1] tef0,1]
pour tout w € W=YF) (i.e. W(w) € F), on a
dist (Y (@), F) = inf {|[Y (@) = 2]l : 2 € F} < ¥ () = W(e) | (36)
et pour tout w € A, = {w € Q:0 < Wi(w) <n~'}, ona
[Wi(w)] = Wi(w) <n”". (37)
Ainsi, en combinant (35), (36) et (37), on trouve que pour tout w € A, NW™HF), on a
dist(Y(w), F) <n~t ; cela implique que w € YY(F},).

b) Au moyen de 4)a) et 3)b), montrer que lorsque n tend vers +oo, alors H,, = Py.

Il résulte de 4)a) et 3)b) que pour tout n € N*, on a
Ha(F) < Py(Fo),

et par conséquent

lim sup H,, (F) < limsup Py (F,) = IP’Y< N Fn> — Py (F) ;

n—+oo n—+oo neN*

ainsi, grace au Théoreme de Portmanteau, l'on a que H,, = Py, lorsque n tend vers +oo.
) ) )

5) Soient v et (i, les variables aléatoires réelles définies par v = minsejo 1) Y; et g = maxejo 1) Yz
Soient a et [ deux réels vérifiant o < 0 < 3. Nous notons par A, s le sous-ensemble borélien
de R? défini par A, 5 = {(x, YeER a<r<y< B} ; nous admettons que

P((v,p) € 0Mapg) =0,

ou O\, s désigne la frontiere de A, g.
a) Soit @ : ¢ — R? (R? est muni de la norme euclidienne), la fonction définie pour tout
x € C par
P = i t t)).
(#) = (min (), max «( )

Montrer que ® est lipschitzienne et en déduire que 1'on a

Py (9 (Aap)) = lim Hp (' (Aap)),

n—-+oo
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ot ®1(A, ) est 'image réciproque de A, s par .

La preuve de la lipschitianité de ® a été implicitement donnée dans la réponse a 1)a) de la
Partie I
D’apres 4)b), on sait que H,, = Py lorsque n tend vers +00 ; ainsi, pour prouver que

Py (27} (hes)) =l (@7 (1)

il suffit de montrer que Vo5 = @ 1(Ayp) est un ensemble de Py -continuité, c’est-a-dire que
Py (0Ya,3) = 0. On a évidemment, @ (Ao g) C Tag C D7 (Aap), 0l Aag et Nog désignent
respectivement lintérieur et l'adhérence de A, g. Il en résulte que

O (Anp) CTap CTap CTapC 0 (Aup),
puisque ® (Mg 5) est un ouvert et ® (Ao 5) est un fermé. Ainsi
0 s =Tap\ Tap C O (Aap) \ O (Aup) = 7 (Aap \ Aug) = D71 (0Aup),
et par conséquent

Py (0Ta,5) < Py (71 (0Aa)) = P(Y (27 (0Aap))) = P((v, 1) € OAap) = 0.

b) Montrer que pour tout k& € Z, pour tout n € N vérifiant n > 57, et pour tout z € [0,1/n],
on a

exp ( — 27 (z + 2k(B — a))2> — exp < — 271 (2k(8 04))2)

<2n M|k +1) (8 — ) <exp ( — 271 (2(|k] = 1)(B — a))z) + exp ( — 271 (20k|(B - Oé))2>).

1l est clair que linégalité qu’on souhaite établir est vraie lorsque x = 0 ; désormais nous
supposons que x €]0,1/n]. En appliquant le Théoréme des accroissements finis a la fonction

Y —> exp ( — 2_1(y + 2k(B — a))2>,
on a Uezistence de ¢ €]0,z[C [0,1/n] C [0, 8] C [0,2(8 — a)] tel que
exp ( — 27z +2k(B - a))z) — exp ( — 271 (2k(B — oz))z)

= z|c+ 2k(B — a)| exp ( — 27 (e + 2k(B — a))2>
< 2n Y (Jk| +1)(8 — a) exp ( — 27 + 2k(8 — a))2>. (38)

De plus, lorsque k>0, on a
exp ( — 27 (c+2k(B - a))2> < exp (— 271 (2k(B — a))2> = exp (— 271 (2| k[ (8 — Oé))2>, (39)
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et, lorsque k <0, on a

exp ( — 27 e+ 2k(8 — oz))2> — exp ( —2 M (e—2(8—a)+2(k+1)(8 - a))2>

— exp ( — 271 (2(B—a) —c—2(k+ 1)(8 — a))2>

—exp (—271(2(8 — o) — e+ 2(1k - D - a)))

<exp (=27 (2(1K - (8- a))*), (40)
puisque 2(8 — a) — ¢+ 2(Jk| — 1)(B — a) > 2(|k] — 1)(8 — @) > 0. Finalement, en combinant

(38), (39) et (40), on obtient l'inégalité qu’on souhaite établir.

¢) Au moyen de 5)b), montrer que

e (=27 2K(5 - )") = T n(20)"2 S gula 5,0,07),
keZ keZ

et en déduire que

_ 2 : _
> exp ( —271(2k(8 — a)) ) = ng{poongk(a,ﬁ,om ok
kEZ "
rappelons que (voir 4)c) de la Partie I),

n~142k(B—a)

grla, B,0,n 1) = (2%)1/2/ exp ( — 2’1952) dx.
2h(B—a)

1l est clair que toutes les séries qu’on considere dans cette question sont convergentes. En
utilisant la définition de g.(, 3,0,n71) puis 5)b), on a pour tout entier n vérifiant n > 371,

Z (n(Qﬂ)l/ng(a, 5,0, n_l) - xXp ( B 2_1(2]{7(5 a a))2>> ‘

N
< nz 01/” exp ( — 27z +2k(B - oz))2> — exp ( — 271 (2k(B — a))2> dx
<2(8—a)n! Z (|k] +1) (exp ( — 271 (2(|k] = 1)(B — Oz))Q) + exp ( — 271 (2]k|(B - a))Z)),

kEZ

cela prouve bien la premiere égalité qu’on cherche a établir, puisque

Z (|k] +1) <exp ( =271 (2(|k] = 1)(B — a))2> + exp ( — 271 (2]k|(B - a))2>) < +o00.

kEZ
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Il résute de 2), que lorsque n tend vers +0o, 1/P(A,) est équivalent a n(27)Y2, ainsi grace a
[’égalité qu’on vient de prouver, on obtient la seconde éqalité que [’on cherche a montrer.

d) Montrer que pour tout k € Z, pour tout n € N vérifiant n > 571, et pour tout = € [0, 1/n],
on a

exp ( — 2_1(x — 2B —2k(B — a))2> — exp ( — 2_1( — 2B —2k(B — a))2>
<2n M|k +1)(8— ) (exp ( — 271 (2(|k] = 1)(B — Oz))2> + exp ( — 271 (20k|(B - a))2>).

1l est clair que ['inégalité qu’on souhaite établir est vraie lorsque x = 0 ; désormais nous
supposons que x €|0,1/n]. En appliquant le Théoréme des accroissements finis a la fonction

Y — exp ( — 27 (y— 28— 2k(B — Oé))Q),

on a Uezistence de ¢ €]0,z[C [0,1/n] C [0, 8] C [0,2(8 — a)] tel que

exp (=27 (v =28 - 2k(8 — ))") —exp (27 (— 28— 2k(8 - a))”)
= zfe— 28— 2k(B — a)| exp ( — 27 (e — 28 — 2k(B — a))2>
< 2n (k| 4+ 1) (8 — a) exp ( — 27 (e — 28 — 2k(B - a))2>. (41)
De plus, lorsque k > 0, on a
exp ( — 27 (e — 28 — 2k(B — a))2) — exp ( — 2728 — ¢ + 2k(B — a))2>
< exp ( — 27 (2k(3 — a))2> = exp ( — 27 (2k|(8 — a))Q), (42)
puisque 28 — ¢ > 0 ; lorsque k < 0, on a
exp ( — 27 (c— 28 — 2k(B - a))2> - exp(_ 271(2(8 —a) +c— 28— 2(k + 1)(5—@))2)
<exp (=27 (= 20+ 1)(B - a)*) =exp (=27 2K — 1)(8 - ))?), (43)

puisque 2(f —a)+c—20=2(k+1)(f—a) > =2(k+1)(f —«a) > 0. Finalement, en combinant
(41), (42) et (43), on obtient l'inégalité qu’on souhaite établir.

e) Au moyen de 5)d), montrer que

Zexp<—2 (28 + 2k(B — ))2>— lim n(2m)"2Y" hy(a, 8,0,n7),

n—-+o0o
keZ kEZ

et en déduire que

3 exp ( (28 + 2k(8 — ))2) — lim

n—>+<>o
keZ

th 6707”‘71) )

” kezZ
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Rappelons que (voir 4)c) de la Partie I)

28+2k(B—a)

hp(a, 3,0,n71) = (2#)_1/2/ exp ( — 2_1:102) dx.
2B—n"14+2k(B—a)

1l est clair que toutes les séries qu’on considere dans cette question sont convergentes. En
utilisant la définition de hi(, B,0,n71) puis 5)d), on a pour tout entier n vérifiant n > 571,

Z (n(?ﬂ)lﬂhk(@, B,0,n"1) —exp ( —27! (25 + 2k(8 — a))2>)

kEZ

T el

o R T P S )]

= Z <n /Ol/n exp ( — 27z —28—2k(B - a))2> dx — exp < — 271 (=28 —2k(8— a))2>) ‘
< nz/ol/n exp ( — 27z — 28 — 2k(B — a))2> —exp ( — 271 (— 28— 2k(B — oz))2> dx
<28—a)™ Y (1K +1) (exp (=27 (201K = 1)(8 = a))") +exp (=27 (2Il(8 - a>)2)),

keZ
cela prouve bien la premiere égalité qu’on cherche a établir, puisque

Z (|k| + 1) (exp ( — 271 (2(|k| = 1)(B — oz))2> + exp ( — 271 (20k|(B - a))2>) < +00.
kezZ

Il résute de 2), que lorsque n tend vers +o00, 1/P(A,) est équivalent a n(2r)Y/2, ainsi grace a
[’égalité qu’on vient de prouver, on obtient la seconde éqalité que [’on cherche a montrer.

f) Au moyen de 5)a), de 4)d) de la Partie I, de 5)c) et de 5e), montrer que
Pla<v<p<p)= Z (exp ( — 271 (2k(B — a))2> — exp ( — 271 (28 +2k(B — a))2)>-
keZ

D’aprés 5)a), nous savons que

Py(q)_1<Aa7ﬁ)) = hm Hn(q)_l(/\aﬁ)).

n——+o0o

Ainsi, en uilisant les définitions de A, g, Py, ®, H, et A,, on obtient

P < M 1
e r -y TS
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Par ailleurs, grace a 4)d) de la Partie I, nous savons pour tout entier n, vérifiant n > 1/,
l'on a

Pla<m<M<p,0<W; <1/n)=> (grle,3,0,1/n) — hp(r, 8,0,1/n)).  (45)

L’égalité qu’on cherche a prouver résulte de fagon immédiate de (44), (45), 5)c) et 5)e).
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