Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Correction de ’Examen de Processus Stochastiques du 11 janvier 2013

Probleme 1

Soit (&)r>1 une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes de méme loi expo-
nentielle de parametre A € R (c’est-a-dire que sa densité de probabilité vaut )\e"\xl{ogx} pour
presque tout réel x), définies sur un espace de probabilité (2, F,P). Pour tout entier n > 1,
nous notons par T, la v.a.r. définie par T, = > ;_, &. Pour tout ¢t € R, fixé, N(t) désigne la
variable aléatoire a valeurs dans N U {+oo}, définie par

“+o0o
N(t) = Z 1{Tngt}’
n=1

ott, pour tout n € N* fixé, 17, <4 est la variable aléatoire a valeurs dans {0, 1}, telle que : pour
tout w € Q, 1yp, <y (w) = 1 lorsque T),(w) < t et 1yp, <4 (w) = 0 sinon.
1) Montrer que N(0) = 0 presque stirement.

1l résulte de la définition de N(0) que {N(0) = 0} = N={T,, > 0}. Soit A= 5{& >
0}, on a P(A) =1, car P(& > 0) = 1, pour tout k > 1. Grace a ce qui précéde et a l'inclusion,
{T, > 0} N A C {Ty1 > 0} N A pour tout n > 1, on trouve que P(N(0) = 0) = P({N(0) =
0}NA)=P(Ty >0)=1.

2) Montrer qu’il existe un événement de probabilité 1, que 'on note par Q*, tel que l'on a
pour tout w € Q* et tout t € Ry, N(t,w) < +oo (indication : on commencera d’abord par
prouver que presque sirement, lim,, , o n T, = A71).

Etant donné que T, s’écrit comme la somme de n v.a.r. indépendantes et de méme loi
exponentielle de parametre A\, grace a la loi des grands nombres, nous savons qu’il existe un
événement de probabilité 1, que I’on note par Q*, tel que pour tout w € Q*, 'on alim,_, ;oo n 1T (w) =
A7 cela implique que lim, s o Th(w) = +oo et donc que pour tout t € R, l'ensemble
{n e N":T,(w) <t} est fini (ou méme vide), ce qui revient & dire que N(t,w) < +o00.

3) Montrer que pour tout m € N*, f,,, la densité de probabilité du vecteur aléatoire (771, ...,T),)
existe et qu’elle est donnée, pour presque tout (z1,...,z,) € R™, par,
fm(xla cee 7xm) = )‘me_)\xm]-{ﬂgz1§...§xm}-

Soit g une fonction borélienne définie sur R™ et a valeurs positives. Désignons par h,, la

densité de probabilité du vecteur aléatoire (E1,E, ..., En) ; U'on a pour presque tout (x4, ..., x,) €
R™,

hm(xl, . ,ZEm) = )\me—/\(:m—i-...—i-xm)1{min(th7xm)20}' (1)
En utilisant les définitions de Ty, Ts, ..., T,,, puis le changement de variable y; = x1, ys =

X1+ Zo, oy Y = X1+ To+ ...+ Ty, et enfin (1), on obtient,
E(g(T,Ts, ..., Ty)) =E(9(E1, &1+ &, .., E +E+ ...+ E))
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g1, 21+ 2oy k1 FTo+ o X)) (21, 20, . 2) daydas L day,

m

92, Ym) (Y1, Y2 — Y1, - - Y — Y1) dadyo - . . dYm

m

I
T ——

91, Y2, Ym) A" Loy <oz <yt Wi dYs - -, Y

cela prouve ce que l'on cherchait a établir.

4) a) Pour tout m € N*, déterminer la densité de probabilité du vecteur aléatoire (75, Tri1)-

Lorsque m = 1, la densité de ce vecteur est la fonction R?* — Ry, (21, 22) — Ne 2 110< <u,1-
Lorsque m > 2, la densité de ce vecteur est la fonction R?* — R,

($m, $m+1) = fm+1($1, co - Tm—15 Ty, $m+1) dry...drm,_;.
Rm—l
o ym+1l_—Adxzm
= \tle ’"*11{mmgxm+1}/ L{o<ar <. <am-1<am} 21 - - . A1
Rm—1
m—1

:Am+1€—)\xm+1 Ty

1, <o .
(m_ 1)| {zm<zmy1}

b) En déduire que pour tout ¢t € R*%, N(t) suit une loi de Poisson de parametre At ; rap-
pelons que l'on dit qu’une variable aléatoire X définie sur I'espace de probabilité (2, F,P) et a
valeurs dans NU{+-o0}, suit une loi de Poisson de parametre a € R, lorsque : P(X = +00) =0

et pour tout m € N, on a
m

P(X =m)=c¢e" g

On a .
P(N(t)=0)=P(& >t) = )\/ e M dr = e M,
t

t +oo
P(INt)=1)=P(Ty <t, Ty >t) = )\2(/ dxl)(/ e M2 dxy) = e (),
0 ¢
et pour tout entier m > 2,

t m—1 +oo
P(N(t) =m) =P(T,, < t,Tppy1 > 1) = A" / %daxm)( / e M dy, )
0 t

m — 1)!
(A"

= e
m/!

5) Supposons que (A;);>1 est une suite croissante de réels strictement positifs.
a) Construiser une suite (X;);>; de variables aléatoires définies sur l'espace de probabilité
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(Q, F,P) et a valeurs dans N U {+o0}, vérifiant pour tout [ € N*, les deux propriétés suiv-
antes : (i) X; suit une loi de Poisson de parametre \; ; (ii) pour tout w € Q, X;(w) < X1 (w).

On peut supposer que les v.a.r. & suivent une loi exponentielle de parametre A =1 ; il suffit
alors de prendre X; = N(X\;) pour tout | € N*.

b) Montrer que lim;_, ., A; = +00 si et seulement si lim;_, 1, X; = +00 presque strement.

Grace a la propriété (it), nous savons que pour tout w € ), limy_, . X;(w) eziste et vaut
supjen- Xi(w). Ainsi, on a ]P’(supleN* X = +oo) = 1 si et seulement si pour tout ¢ € N on a
lim; oo P(X; < q) =0, ce qui revient a dire que pour tout ¢ € N, on a,

e A
lim e Z — = 0. (2)

l—+o00 m)!
m=0

Il est clair que (2) n'est vérifiée que silimy_, o0 A = +00.

Probleme 2

Dans tout ce probleme, (€, ),ez est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes gaussi-
ennes centrées et réduites, définies sur un espace de probabilité (2, F,P) ; de plus (\;);ey désigne
une suite de réels appartenant a lintervalle ]1,2], qui converge vers 1. Pour tout (I, N) € N2,
nous notons par {X; y(t)}+ejo,1) le processus stochastique défini pour tout ¢ € [0, 1], par,

N
Xin(t) = (N =DV e\ P sin(Ar).
n=—N

1) Montrer que {X; n(t)}+eo,1) st un processus gaussien centré (centré signifie que pour tout
t e [0, 1], on a E(XLN(t)) = O)

Il suffit de remarquer que tout m € N* et tous ty,...,t, € [0,1], toute combinaison linéaire
des variables aléatoires X n(t1), ..., Xin(tm), s'écrit comme une combinaison linéaire des vari-
ables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées et réduites € _y,...,€n.

2) Prouver que pour tous [ € N et t € R, fixés, lorsque N tend vers +o0, la suite de variables
aléatoires (X y(t))nen converge dans L?(£2) vers une variable aléatoire que 1'on note par X (¢).

11 suffit de montrer que (X; n(t))nen est une suite de Cauchy dans L*(Y). En utilisant, les
propriétés des e, et le fait que pour tout x € R, on a |sin(z)| < min(1, |z|), on obtient que pour
tous N,(Q € N*,

N+Q —N-1

E[(XLMQ(t)—XLN(t))?} — =1 Y AT OP) + (= 1) Y AT sin?(AN)
n=N+1 =—N-Q
400 —N-1
SN=1) D0 NN =D DD =2,
n=N-+1 n=-—oo



ce qui prouve bien que (X;n(t))nen est une suite de Cauchy dans L*(12).

3) Montrer que pour tout I € N fixé, {X;(t)}icpo1) est un processus gaussien centré et que
I'on a pour tout (ty,ts) € [0, 1],

+o0o
cov(Xy(tr), Xi(t2)) = (A = 1) D> A "sin(A'ty) sin(A'ts).
Supposons que m € N* ty,... t,, € [0,1], et aq,..., ., € R sont arbitraires et fixés.

Pour tout N € N, posons Yy = > 1o cax Xy n(t). D’aprés 1), nous savons que Y,y est une
variable aléatoire gaussienne, son écart-type est noté par o(Y;n). De plus, d’aprés 2), nous
savons que lorsque N tend vers 400, la variable aléatoire Y; N converge dans L*(Q) vers la
variable aléatoire Y, = > 7" | . Xi(ty) dont Uécart-type est noté par o(Y;). Il en résulte que
o(Yy) =limy_1000(Yin), et que pour tout u € R, @y, (u) = limy_, o Py, (u), ot Py, et Py,
désignent les fonctions caractéristiques de Y; et de Y n (la convergence dans L*(§)) entraine
la convergence en loi). Ainsi en utilisant pour tout u € R, Iégalité y, \ (u) = e~ (o(Vin)u)*/2,
on trouve que Py, (u) = e~ (e(MW?/2 " oo qui montre que Y; est une variable aléatoire gaussienne
centrée. Montrons maintenant que,

“+o0

cov(Xi(th), Xi(t2)) = (A —1) Y A" sin(A't) sin(A'ta). (3)

n=—oo

En utilisant le fait que {X;(t)}ieo1] est centré, la continuité du produit scalaire de L*(SY), et
les propriétés des €,, on trouve que

COU(Xl(tl), Xl(tg)) = E(Xl(tl), Xl(tg)) = Nl—ig-looE(Xl’N@l), Xl’N(tQ))

N +00
Jim (4 —1) _ZNA[" sin(APty) sin(Al'ty) = (A — 1) ; AT sin( APt ) sin(APty).

4) a) Prouver que pour tous [ € N et (¢1,%) € [0,1]?, on a
E[(Xi(t) — Xi(t2))*] < 10[t; — ta].

(Indication : on peut supposer que 0 < |[t; — t3|, on vous suggere alors de découper la série qui
donne E[(X,(t;) — Xl(tQ))Q], en deux parties : Y "0 .- et ::;OH -++, olt g est 'unique
entier naturel tel que ;™71 < [t — o] < A).

1l est clair que 'inégalité qu’on cherche a établir est vraie lorsque t1 =ty ; désormais nous

supposons que 0 < |ty —to|. Par ailleurs, 'on a |t; —ta| < 1 puisque (t1,t2) € [0,1]2. Désignons
par ng 'unique entier naturel (qui dépend bien entendu de 1) tel que,

AT <ty — | S AT (4)

4



11 résulte de la continuité de la norme de L*(2) et des propriétés des e, que

E[(Xi(t) — Xi(ta))"] = NEIEOOE[(XzN(tl)—XzN(Q))z}
= (n—1) Y AT [sin(Aft) — sin(At)]. (5)

Linégalité | sin(x)| < 1 pour tout réel x, les inégalités 1 < Ny < 2, et (4), impliquent que,

+00 +oo
(A =1) > A[sin(A") —sin(V't)|F <4 —1) Y A"

n=ng+1 n=ng+1

= 4N <8\ T < 8ty — 1yl (6)

Par ailleurs, le Théoréme des accroissements finis permet de montrer que pour tout (x,y) € R?,
on a, |sin(z) — sin(y)| < |z — y|. Cette derniére inégalité, les inégalités 1 < N\ < 2, et (4),
entratnent que

no o
(N =1) D AT sin(At) — sin(A"t)[” <t — BP0 —1) YA
no

A
= [t1 — t2]* (N — 1)1 l

o1 S Aty — to] <20t — ta]. (7)

!
Enfin, en combinant (5), (6) et (7), on obtient l'inégalité que l’on cherchait a établir.

b) En déduire que, pour tout I € N, le processus {X;(t) }+cjo,1) admet une modification (i.e. une

version) {)?l(t)}te[o,l] dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des fonctions héldériennes
d’ordre v, ot v €]0, 1/2[ est arbitraire.

Supposons que o est un réel strictement positif vérifiant v < 1/2—1/a.. Ainsi, pour prouver
Uexistence d’une modification du processus {X;(t)}icp) dont les trajectoires sont, avec proba-
bilité 1, des fonctions héldériennes d’ordre ~y, grice au Théoréme de Kolmogorov-Centsov, il
suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ € R*, telle que l'on a pour tout (t1,t,) € [0, 1]?,

E[|Xi(t) — Xi(2)|"] < cfts — to]*>. (8)
Supposons que G est une variable aléatoire réelle gaussienne centrée et réduite. Etant donné

1/2
que les variables aléatoires X;(t1) — X, (t2) et V = (E[(Xl(tl) - Xl(tz))Q}) X G sont de méme

loi, on a

o o a/2 o
E[|X,(t) — Xi(t2)|"] = E[|V]*] = (E[(Xl(tl) - Xl(tg))2]> E[|GI].
Ainsi, en posant ¢ = 10°?E[|G|*], et en utilisant 4)a), on trouve que (8) est vérifiée.

5) a) Soit G une variable aléatoire réelle gaussienne centrée et réduite, montrer que

E(exp(G*/4)) < +oc.
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On a

274 _,2 .2
6x/46x/2dx: 6an/4

E(exp(G*/4)) = dx < 4o00.

7). vl

b) En déduire que
+o0o
ZP(exp(ei/él) >2+n) < +o0.
n=0

On a,

+oo > E(exp(G?/4)) = /O+OO (exp(G*/4) >y dy—Z/ (exp(G?/4) > y) dy

IV

+o0o +oo
Z/ (exp(G*/4) > n+2) dy—ZIPJ exp(G®/4) > n + 2)

n=0
= Z]P’ (exp(er/4) > 2+n).
n=0
c¢) En utilisant 5)b), montrer qu’il existe un événement de probabilité 1, noté par Q*, tel que
|en(w)]
ez /log(2 + |n)

ou log désigne le logarithme népérien.

< 400, pour tout w € QF,

En utilisant le Lemme de Borel-Cantelli, on peut établir 'existence d’un événement €1} de
probabilité 1 vérifiant la propriété suivante : pour tout w € Qf, il existe ny(w) € N, tel que
pour tout entier n > ny(w), on a exp(e2(w)/4)) < 2+ n. Cette inégalité est équivalente a

len(w)] < 24/l0g(2 + n), ainsi on obtient que,
len(w)]

SUp ————= < +00, pour tout w € 7.
neN y/log(2 + n)

De méme, on peut établir [’existence d’'un événement (¥ de probabilité 1, tel que,

[€n(W)]

SUp —————= < 400, pour tout w € §25.
nez_ /log(2 + |n|) 2

Finalement en prenant (0* = Q7 N Q5, on trouve que,

€ (W)

—————— < 400, pour tout w € Q*.
&2 /1o + [n])

6) Pour tout (I, N) € N x N*, désignons par {Y;n(t)}icp1) et {Zin(t)}icp,) les processus
stochastiques définis pour tout (¢,w) € [0,1] x £, par
-1
Vin(t,w) = (N —1)/2 Z en(w))\;"/Q sin(A\'t), lorsque w € QF,

n=—N



N
Zin(tw) = (N —1)Y2 Zen(w)A;"/2 sin(Af't), lorsque w € O,
n=0
et Vin(t,w) = Z;n(t,w) = 0, lorsque w ¢ Q*. Fixons w € Q et désignons par Y, y(-,w) et
Z; n(-,w) les fonctions continues sur [0,1], ¢t — Y, n(t,w) et t — Z; n(t,w).
a) Montrer que lorsque N tend vers 400, la fonction Z; n(-,w) converge uniformément vers une
fonction continue sur [0, 1], que I'on note par Z;(-,w).

Le cas ou w ¢ QF, ne présente pas de difficulté, l'on a que Zjn(-,w) = Zi(-,w) = 0.
Désormais nous supposons que w € Q*. Nous désignons par || - ||oo la norme de la convergence
uniforme sur [0, 1] ; rappelons qu’elle est définie par | f||oc = supsepo 1y [f(t)], pour toute fonction
bornée f : [0,1] — R. Pour répondre a la question, il suffit de prouver que la série de fonctions,

+o0o
N ealw)A M sin(A7 ),
n=0
est normalement convergente, au sens de la norme || - ||. C’est le cas, car d’aprés 5)c) nous

savons que ||en(w))\;"/2 sin(Af)|| = O(Alf"/zw/log(Q +n)).

b) Montrer que lorsque N tend vers 400, la fonction Y n(+,w) converge uniformément vers une
fonction de classe C* sur [0, 1], que 'on note par Y(-,w).

Le cas ou w ¢ QF, ne présente pas de difficulté, U'on a que Y, y(-,w) = Yi(-,w) = 0.
Désormais nous supposons que w € Q*. Pour répondre a la question, il suffit de prouver

que la série de fonctions,
~1

> en(w) A sin(A), (9)

n=—oo
est normalement convergente, au sens de la norme || - ||oo, €t qu’il est en de méme de la série
o \ N - Ve Ve - 2 .
obtenu en dérivant a un ordre arbitraire m € N*, le terme général €,(w)A, n/ sin(Af"). Sup-

posons que q € N* et r € {0, 1} sont arbitraires, lorsque m est de la forme m = 4q — 2r, cette
derniere série s’écrit sous la forme :

-1

(=17 Y enlw)A™ P sin(A), (10)

et lorsque m est de la forme m = 4q — 2r — 1, elle s’écrit sous la forme :

-1

(1D (@A cos(Af) (11)

n=-—00
D’apreés 5)c), on a

len(@)X ™2 sin(A) [[o = O (N /Tog(2 + [n])) |



1(=1) € (@)A™ 2" sin () oo = O (N2 /log (2 + [n])) |

et
(=)™ e (@)A™2 cos(A) o = OA 2" /log(2 + [n])) ;

il en résulte que les séries (9), (10) et (11), sont normalement convergentes.

¢) Désignons par {X;(t)}ci01) le processus stochastique défini pour tout (t,w) € [0,1] x Q,
par X;(t,w) = Yi(t,w) + Z(t,w). Prouver que les processus {X;(t)}icjo1) et {Xi(t)}ieo,1) sont
indistinguables.

Remarquons d’abord que l'on a pour tous ([, N) € Nx N* et t € [0,1], X;n(t) = Yin(t) +
Zin(t), ainsi, d’aprés 6)a) et 6)b), l'on a,

X(t,w) = Nl_igloo Xin(t,w), pour tout w € Q. (12)

Par ailleurs, d’aprés 2) nous savons que
i Xw(1) = X)) = 0 (13)

Il résulte de (12) et (13), que {Xi(t)}iep,) est une modification du processus {X;(t)}ico1-
D’autre part, d’aprés 4)b), nous savons que {X;(t)}icio1) est une modification du processus

{)}l(t)}te[o,l]- Ainsi pour tout t € [0, 1], il existe Q; un événement de probabilité 1 (qui dépend
a priori de t), tel que

Xi(t,w) = X(t,w) = X,(t,w), pour tout w € Q. (14)

Par ailleurs, grace a 4)b), 6)a) et 6b), nous savons qu’il existe Q, un événement de probabilité 1,
tel que pour tout w € Q, X;(-,w) et X;(-,w) sont des fonctions continues sur [0,1]. Désignons
enfin par ), l’événement de probabilité 1, défini par

Ainsi, il résulte de (14), que pour tout w € Qette 0,1]NQ, on a X;(t,w) = )N(l(t,w) ; de plus
cette égalité reste vraie lorsque t est irrationnel, & cause de la continuité de X;(-,w) et X;(-,w).

7) On suppose que t € [0, 1] est arbitraire et fixé. On note par h; la fonction de classe C*° sur
R, définie par h(0) =t et hy(&) = £ sin(Et) pour tout € > 0. Pour tout [ € N, on note par

K., la fonction définie pour tout £ € Ry, par

-1
K (6= ) ()L ap1 () -

n=—oo

a) Montrer que h; et K;; appartiennent a I'espace de Lebesgue L*(R,).



hy € L*(Ry) puisque L'on a |hy(£)* < min(1, [£]72), pour tout £ € R,.. Cette méme inégalité,
permet aussi de montrer que pour tout £ € Ry, l'on a |thl(£)\2 < Lyo,1((§), ce qui implique que
K € L*(Ry).

b) Prouver que lim;_, Hht]-]o,l[ — Kt_J||L2(R+) = 0.

Posons ¢y = supgepo ) |1 (€), cette constante est finie puisque hy, la dérivée de hy, est
continue sur l'intervalle compact [0,1]. Grace au Théoréme des accroissements finis, on peut
montrer que pour tout | € N, tout entier n < —1 et tout réel £ € [N}, A\, on a

[7e(€) = he(A™)| < o€ = AP) < co(AF 1 = M) = coAp (A — 1)

1l en résulte que,

—1 /\n+1
2 ! NP
Ihetion— Kl = S A ) — ) d
n=—oo l
~1
A — 1)3 (A — 1)2
< (N —1)3 A3 — 2 (A — 2 ;
_0(l ) Z l 0)\?_1 0)\[2+)\l+1

ce qui prouve bien que limy_, o ||hLyo1) — K&”LQ(R” —0.

8) Pour tous [ € N et t € [0,1], on note par K, la fonction définie pour tout £ € Ry,
par

+o0o
K;ﬁ(f) - Z ht(A?)l[)\l",AfH[(g) :
n=0
a) Montrer que K} appartient a L*(R,).

En utilisant les définitions de K;fl et hy, on a
+00 ) o0 , 100 2
/0 ’K;rz@)‘ d¢ < /1 (Z)‘I_nlplft,,\fﬂ[(f)> dg§
n=0
2

2 RS 1 2 2 R 1
:)‘l/l <Zo)\ln 1w,x7+1[<5)) dﬁﬁ)\z/l (Zo'f 1[)\?’,\7“[(5)) dg

+oo
:A?/ £72dE < 400.
1

b) Prouver que pour tout (ti,ts) € [0,1]?, on a
+oo

+oo
/1 b (Oh(©)de = lim | K (6K (€) de.

=400 Jq
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Nous allons utiliser le Théoreme de convergence dominée. Montrons d’abord que pour tout
£ €ll,+oo], on a
hey (P, (§) = lim KT (EK,(E) - (15)

=400
Il suffit de prouver que pour tout (t,€) € [0,1] x [1,+o0[, on a,
lim |hy(€) — K (€)] = 0. (16)

=400

Pour tout | € N, nous notons par ny(l), l'unique entier naturel tel que § € [)\?O(l),)\lnoa)ﬂ [

La suite ()\ 0())ZGN

ailleurs 1 < f/)\f‘)m < A, pour tout | € N. En utilisant, les définitions de hy(§) et K:}Q(f), ainsi
que le Théoréme des accroissements finis, on obtient,

(1 (€) = KAHO] < (sup {1 m € D0 A0} ) (6= a0, (17)

converge vers & lorsque | — +00, puisque \; tend vers 1 et que ['on a par

De plus, on a pour tout n € R%, hi(n) = tn~'cos(nt) — n~?sin(nt), ce qui montre que
SUD et +oof |2 (M)] < 2. Ainsi, grace a (17) et a limy, 4 )\no(l) =&, on obtient (16).

Par azlleurs en utilisant les définitions de K, v €t he, ainsi que Uinégalité Ay < 2, on a pour
tout £ € [1,400],

+00 +oo
¥ f)‘ < Z |ht(/\?)|1[)\f,/\f“ ) < Z)‘ nl[/\" AP (&) =N Z/\l_n_llp\l”,)\?“[(g)
n=0 n=0
+o0
<2 25_11[,\?,)\7“[(5) = 25_11[1,+oo[(§> )
n=0
ar conséquent,
! ' < 46771 18
‘ t1, l t21 )| 6 +°O[(£> ( )

Finalement, grice a (15) et a (18), nous pouvons appliquer le Théoréme de convergence dominée
qut permet d’obtenir que,

+oo

+oo
/1 b (Ohey(©)dE = lim [ K (K (€) de.

=400 Jq

9) a) Etablir I'existence d'un processus gaussien centré, noté par {X(t)}icr, , telle que I'on a

cov(X (1), X (t2)) = /+0<> iy (§)he, (€) dE,  pour tout (¢1,62) € R2.
0

La réponse a cette question se trouve dans le cours.

b) Montrer que ce processus est en fait un mouvement brownien (indication : on pourra calculer
pour tout (,§) € [0,1] x R, l'intégrale fft e %% dx).
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~ Remarquons d’abord que pour tout (t,£) € [0,1] X R, on a I[_m(f) = fft e~ dx, ot
1,y désigne la transformée de Fourier de 11—y, la fonction indicatrice de l'intervalle [—t,1].

Un calcul simple permet de montrer que i[_m (&) = 2h(|€]). On en déduit que, pour tout
(t1,t2) € [0,1]7,

+oo/\ — “+o0 —+oo
/ Ly (T (€) dE = 4 / ey (1€ ey (€]) dE = 8 / By (E)hey(€)dE. (19)

(o] —00
Par ailleurs, grace a la formule de Parseval-Plancherel, on sait que,
“+o0o

—+00 -
/ 1[—t1,t1](§)1[—t2,t2](§) d§ - 271—/ 1[—t1,t1}(x)1[—t2,t2]<x> dr = 4w min<t17 t2) . (20)

[e.9] —00

Finalement, au moyen de 9)a), (19) et (20), on obtient que

cov(X (t1), X (t2)) :/0 Oohtl(f)th(f) dé = 27 \rmin(ty, t5),

ce qui prouve bien que le processus gaussien centré {X (t)}ier, est un mouvement brownien.

c) Montrer que lorsque [ tend vers +oo, le processus {X;(t)}cr, converge vers le processus
{X(t) }ier,, au sens des lois fini-dimensionnelles.

Etant donné que ces deux processus sont gaussiens centrés, il suffit de prouver que l'on a
pour tout (t1,ts) € [0,1]?,

cov(X (t1), X (t2)) = lim cov(X;(t1), X;(t2)) . (21)

=400

Montrons d’abord que pour tous | € N et (t1,t) € [0,1]2, l'on a,

+o00
o) Xe)) = [ KR der [ KO @ (22

En utilisant les égalités K, ,(§) = h(A\}) = A" sin(A't), pour tout | € N, tout entier n < —1,
et tout (t,€) € [0, 1] x [/\?,)\”H[ l’on obtient,

[ - 5 [

n=—oo n=—oo

)\n+l —1 )\'er»l

K, (9K, ,(§)dé = > A\ sin(A\ft) sin(A'to) / 1d¢

n

= (A—1) Z A, sin(Af'ty) sin(A'ta) - (23)
En utilisant les égalités K, (&) = hy(A[) = A" sin(APt), pour tout (I,n) € N* et tout (t,§) €
[0,1] x [A=, AT, Lon obtient,

+00 foo  aptt ATt
K (OK (€ de = Y A K} (€K (€) de = Z A2 sin(AM ) sin(A's) /A 1 de
1 n=0 ? n=0 ?
+o0o
= (=1 A sin(Aft) sin(Aft) . (24)
n=0
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Ainsi, en combinant 3), avec (23) et (24), on aboutit a (22). Enfin, en utilisant 7)b), la
continuité du produit scalaire de L*(R.), 8)b) et (22), on obtient (21).
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