Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Correction du probleme donné dans ’examen de Processus Stochastiques
du 4 janvier 2012

Dans tout ce probleme, on désigne par {B(t)}cr, un mouvement brownien standard défini
sur un espace de probabilité (Q, F, P) ; dans toute la suite, on suppose que pour tout w € €,
la fonction ¢ — B(t,w) est continue sur R, et vérifie B(0,w) = 0.

L’objectif du probleme est de montrer que pour tous 7" € Ry et A € RY, on a,

te[0,7

P ( sup B(t) > /\) = P(|B(T)| > ). (%)

Partie I : Préliminaires
1) Prouver que lorsque 7" = 0, alors (*) est vraie pour tout A € R7.

Réponse : dans ce cas, l'intervalle [0,T] se réduit a {0} et (x) résulte de facon immédiate
de B(0) = 0.

2) On suppose que T' € R* est arbitraire et fixé.
a) Pour tout w € €2, nous posons

Yr(w) = sup B(t,w);
te[0,7

montrer que ce supremum est fini, puis que

Yr(w) = sup B(T's,w).

s€[0,1]

Réponse : étant donné que t — B(t,w) est une fonction continue sur le compact [0,T],
on a que Yr(w) < +oo ; de plus Uapplication s — T's est une bijection de [0,1] dans [0,T) et
par conséquent Yr(w) = supyepq) B(T's,w).

b) Pour tout n € N, soient

Yrn= sup B(T27"k) et Zp,=T""Yi,.
ke{l,...,2n}

Montrer que Yr,, et Zr, sont deux variables aléatoires (c’est-a-dire des fonctions mesurables
de (Q, F) dans (R, Bg), ou Br désigne la o-algebre des ensembles boréliens de R) puis qu’elles
possedent la méme loi.

Réponse : Yr,, est définie comme le supremum d’un nombre fini de variables aléatoires (les
B(T27"k), ou k € {1,...,2"}), donc Yr,, est une variable aléatoire. Zr., est définie comme le
produit de la variable aléatoire Y ,, par le réel T2, donc Zr,, est une variable aléatoire. Grace
a la propriété d’auto-similarité du mouvement brownien, on sait que les vecteurs aléatoires
(B(T27"k)) et (TV?*B(27"k)) sont identiquement distribués ; ainsi, il Tésulte

ke{1,...,2n} ke{1,...,2n}
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de la continuité de la fonction R*" — R, (xk)ke{lwgn} > SUPpe(q,. ony Tk, qUE les variables
aléatoires Yo, = supyeqy  ony B(T27"k) et Zr, = TY%Y,,, sont de méme loi.

c) Nous désignons par Yz la fonction de (2, F) dans (R, Bg), w — Yr(w). En utilisant,
les résultats obtenus dans les deux questions précédentes, montrer que Yy et Zr = T/?Y] sont
deux variables aléatoires, puis qu’elles possedent la méme loi.

Réponse : soit w € Q, en utilisant la continuité sur Ry de la fonction t — B(t,w)
et le fait que les nombres dyadiques de [0,1] sont denses dans cet intervalle, on a Yp(w) =
limy, 100 Yrn(w) et Zp(w) = lim, 400 Zr,(w). Ainsi, Yr (reps. Zp) est une variable aléatoire
parce qu’elle s’exprime, w par w, comme la limite de la suite des variables aléatoires (Yrn)nen
(resp. (Zrn)nen). De plus, 'égalité en loi des variables aléatoires Yr et Zp résulte de l'égalité
en loi, pour tout n € N, des variables aléatoires Yr., et Zr,,.

3) On suppose que pour tout o € R¥,

P (Sup B(t) > oz> = P(|B(1)| > «). (xx)

te(0,1]

Au moyen de (x%) et du résultat obtenu dans la question précédente, montrer que (x) est vraie
pour tous 7' € RY et A € RY.

Réponse : en posant, dans (xx), o = T~Y2)\, on trouve ,
P(Zp > \) = P(T"?|B(1)] > \).
Ensuite, grace a cette derniere égalité, au résultat obtenu dans la question précédente, et a la

propriété d’auto-similarité du mouvement brownien, on peut alors montrer que (%) est vraie.

Partie II : Preuve de I’égalité (xx)
Dans toute cette partie :

e Nous désignons par (&)en+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans {—1,1},
définies sur (2, F, P), indépendantes, identiquement distribuées et vérifiant

P =1)=P(=-1)=1/2, pour tout | € N*.

e Nous notons par (S,,)men, la suite de variables aléatoires telles que pour tout w € € on
a, So(w) = 0 et quelque soit m € N*,

Sulw) = Y 6(w).



e Pour tout n € N* nous désignons par {X,(t)}icp,1], le processus stochastique dont les
trajectoires sont les fonctions continues et affines par morceaux définies, pour tous w € €
et t € [0,1], par

X () = (n—l([n:;]_—il— 1) — t) S@(Ew) . <t —;z_i[nt]) S[nﬂ\;%(w) |

ou [nt] est la partie entiere du réel nt.

Par ailleurs, rappelons que, si (S, Bg) est un espace métrique muni de Bg la g-algebre des
ensembles boréliens de S, et si R : (2, F,P) — (5, Bs) désigne une variable aléatoire ; la
mesure de probabilité sur Bg induite par R (ou encore la loi de R), notée par Pg, est définie
pour tout D € Bg, par,

Pr(D) = P({w € Q: R(w) € D}).

4) a) Soit C l'espace de Banach des fonctions a valeurs réelles définies et continues sur [0, 1] ;
rappelons qu'il est muni de la distance d(f, g) = ||f — gllco = sup;epo1) [f(t) — g(t)|. On désigne
respectivement par Pg et Py, , les mesures de probabilité sur B¢, induites par les processus
{B(t) }+epo) et {Xn(t)}iep,1) ; rappelons qu’on a vu en cours, qu’on peut considérer ces processus
comme des variables aléatoires définies sur (€2, F, P) et a valeurs dans (C, B¢). En utilisant un
théoreme du cours, montrer que lorsque n tend vers 400, alors Py, converge faiblement vers Pp.

Réponse : il suffit de remarquer que chacune des variables aléatoires & est centrée et de
variance éqgale a 1, puis d’utiliser le Théoreme de Donsker.

b) Pour tout n € N*, soit M, la variable aléatoire définie sur 2 par,

M, = sup S,.

me{0,...,n}

Nous notons par H : (C,] - [|) — (R,]-), la fonction définie pour tout f € C par
H(f) = sup f(t)

t€[0,1]

et nous admettons que H est continue. Enfin, nous désignons respectivement par P,-1/2), et
Py,, les mesures de probabilité sur Br induites par les variables aléatoires n=Y2M, et Yy. En
utilisant, la continuité de H, le résultat obtenu dans la question précédente, et le Théoreme de
Portmanteau, montrer que lorsque n tend vers +oo, alors IP,-1/2), converge faiblement vers Py; .

Réponse : Remarquons d’abord, qu’en utilisant la définition du processus {X,(t)}iepoa], on
a pour tous n € N* et w € (,

H(Xo(w)) = n" Y2 My (). (1)
Remarquons aussi, qu’en utilisant la définition de Yy, pour tout w € €2, on a,

H(B(-,w)) =Yi(w). (2)
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D’apres le Théoreme de Portmanteau, pour montrer que lorsque n tend vers +oo, P, 12,
converge faiblement vers Py, , il suffit de prouver que pour tout ouvert G de R,

lim inf ]P)nfl/QMn (G) Z ]P)Yl (G) (3)

n—-+o0o

Grace a la définition de P,—12); (G) et grace a (1), on obtient,

P, 120, (G) = P({w € Q:n 2 M, (w) € G}) = P({w € ©: X,,(w) € HHG)}) =Px, (H'(G)).
(4)

De plus étant donné que H™'(G) est un ouvert de C (cela résulte de la continuité de H), en

utilisant (4), en utilisant la question précédente, et en utilisant le Théoréme de Portmanteau,

on trouve que,

liminf P, 1/2p, (G) = liminf Py, (H~1(G)) > Pg(H (G)) . (5)

n—-+00 n—-+o00

Notons alors que grdce a la définition de Pg (H_I(G)), grace a (2) et grace a la définition de
Py, (G), on a,

Pp(H ' (G) =P({weQ:B(w) e HG)}) = P{w e Q: Vi(w) € G}) =Py, (G). (6)

Finalement, en combinant (5) avec (6), on aboutit a (3).

5) Posons N = NU {400} et désignons par Pg la o-algebre formée par tous les sous-ensembles
de N. Supposons que ¢ € N est arbitraire et fixé ; soit 7, : (2, F) — (N, PN): la fonction
définie pour tout w € €2, par,

T(w) =min{m e N: S, (w) =q} ,

avec la convention que 7,(w) = +o00 lorsque {m € N : 5,,,(w) = q} est I'ensemble vide.
a) Montrer que 7, est une variable aléatoire.

Réponse : pour tout w € Q, on a So(w) = 0 et donc 1o(w) = 0, ce qui prouve que Ty
est une variable aléatoire. Désormais, nous supposons que q > 1. Remarquons alors que :
{ry, =0} =0, pour tout m € N*,

{ry=m} = (nﬁ{& < q}) N {Sn = g}, (7)

et {1, = +oo} = N5{Si < q}. Ainsi, pour tout m € N, on a {1, = m} € F, puisque tous les
S;, j € N, sont des variables aléatoires.

b) Montrer que pour tout n € N*, on a

n—1

P({Mu 2 g} 0 {Su<a}) = Y P({r, =m} 0 {Sh < a}).

m=0
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Réponse : [l est clair que cette égalité est satisfaite, pour tout n € N*, lorsque ¢ = 0. 1l
est également clair que cette égalité est vraie lorsque n =1 et ¢ € N* est arbitraire. Désormais
nous supposons que n > 2 et ¢ > 1. En utilisant les définitions de M, et M, _1, on trouve que,

{M, > g} N{S, < g} = {sup(M,_1,5,) > ¢} N{S, <q} ={Mn_1> ¢} N{S. <q}. (8)

Montrons que
n—1

{Mp1 2 q} ={ry <n—1} = U {rg =m}. (9)
m=1
En utilisant le fait que T, est a valeurs dans N* U {400}, on obtient la deuxieme égalité dans
(9). Prouvons que la premiére égalité dans (9) est vérifiée. Soit w € {1, < n — 1}, il résulte
de la définition de 7, qu’il existe m € {1,...,n — 1} tel que S,,(w) = q ; on a par conséquent
w € {M,1 > q}. Soit w € {M,_1 > q}, il résulte de la définition de M, 1, qu’il existe
m e {1l,...,n— 1} tel que S,,(w) > q ; posons alors

mozmin{me{1,...,n—1}:Sm(w)Zq} (10)
et montrons par l’absurde que,

Smo (w) =dq.

Supposons donc que Sy,,(w) > q+ 1, on a alors, en utilisant le fait que &, (w) € {—1,1},
Simo—1(w) = Spp (W) = &g (W) > q, ce qui contredit (10).
Il résulte (8) et (9) que

n—1
(M, 2 qyn{S. <ay = |J e =m}n{s. <a}),
m=1
de plus les événements {1, = m}N{S, < ¢}, m € {1,...,n—1} sont deux a deuz incompatibles.
On a donc,
n—1
P({My = a} {8y <a}) = 3 P({r, =m} N {Su < a}). (1)
m=1

c¢) En utilisant le résultat obtenu dans la question précédente, prouver que pour tout n € N*,

n—

le<{7qzm}m{ En: §l<0}>.

m=0 I=m+1

P({Mn >q}N{S, < q}>

Réponse : [l est clair que cette égalité est satisfaite, pour tout n € N*, lorsque ¢ = 0. 1l
est également clair que cette égalité est vraie lorsque n = 1 et ¢ € N* est arbitraire. Désormais
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nous supposons que n > 2 et q > 1. Il résulte de (7) et de l’égalité S, = S, + Eln:mﬂ &1, que
pour tout m € {1,...,n— 1},

fry=m}n{Sy<a}={r,=min{ 3 & <0}; (12)

l=m+1

ainsi, en utilisant le fait que {7, = 0} = 0 et le résultat obtenu dans la question précédente, on
obtient l’égalité qu’on cherche a établir.

d) En utilisant le résultat obtenu dans la question précédente, prouver que pour tout n € N*|

P<{Mn2q}ﬂ{5n<q}> :ZP(Tq:m)P< Z §l<0>.

l=m+1

Réponse : [l est clair que cette égalité est satisfaite, pour tout n € N*, lorsque ¢ = 0. I
est également clair que cette égalité est vraie lorsque n =1 et ¢ € N* est arbitraire. Désormais
nous supposons que n > 2 et ¢ > 1. Lorque m € {1,...,n — 1}, Uégalité (7) et la définition
des variables aléatoires S;, impliquent que 'événement {1, = m} ne dépend que des variables

aléatoires &1, ..., &n, cet événement est donc indépendant de I’événement {Z?:mﬂ & < 0} ;

ainsi [’égalité qu’on cherche a établir est une conséquence du résultat obtenu dans la question
précédente, de (12) et de {r, =0} = 0.

6) a) Montrer que pour tous ¢ € N et n € N*,

P<{Mn2q}ﬂ{5n>q}> :ZP(Tq:m)P< Z §l>0).

l=m+1

Réponse : [l est clair que cette égalité est satisfaite, pour tout n € N*, lorsque ¢ = 0. I
est également clair que cette égalité est vraie lorsque n =1 et ¢ € N* est arbitraire. Désormais
nous supposons que n > 2 et ¢ > 1. En utilisant {7, = 0} = 0, le fait que

{M, >q} N {S, > q} ={M,_1 > ¢} N {S, > q},

Uégalité (9) et le fait que les événements {r, = m}, m € {1,...,n — 1} sont deuxr a deux
imcompatibles, on obtient,

n—1
P({M = a} {8, > a}) = 3 P({r, =m} N {Su > a}). (13)
m=1
De plus, il résulte de (7) et de l'égalité S, = Sy + 3,1 &, que pour tout m € {1,...,n—1},

{ry=m}0 {8y >a} = {r,=min{ 3 &>0}; (14)

l=m+1



Remarquons aussi que (7) et la définition des variables aléatoires S;, impliquent que [’événement
{ry, = m} ne dépend que des variables aléatoires &y, . .., &m, cet événement est donc indépendant

de ’événement {Zln:mH & > O} ; ainsi 'égalité qu’on cherche a établir résulte de (13), de

(14) et de {r, =0} = 0.

b) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 5)d) et 6)a), prouver que tous ¢ € N
et n € N*,

P({M 2 g} 0 (S, < a}) = P({Ma 2 4} N (S0 > 0}).

Réponse : il suffit en fait de prouver que pour tout n € N* et tout m € {0,...,n— 1},
P(Z gl>o) :P<Z §l<0>.
l=m+1 l=m+1

Cette égalité résulte de I’égalité en loi des vecteurs aléatoires (§myity- -, E&n) €t (=&mats -y —&n)-

7) En utilisant le résultat obtenu dans la question 6)b), montrer que, pour tout ¢ € N et
n € N*,
P(M, > q) =2P(S, > q) + P(S, = q).

Réponse : les événements {S, > q}, {S. = q} et {S, < ¢} forment une partition de
l’espace de probabilité ), on a donc,

POM, > q) = P({M, = }0{S, > a})+P({Ma = )0 {0 = @} ) +P ({0 = )15, < a}).

De plus, Uinclusion, {S, > q} C {M,, > q}, implique que, 1
P({M. > g} N {8 > a}) = P(S, > o) (16)
et linclusion {S,, = q} C {M,, > q}, implique que,
P({M, > q} N {8y = a}) = P(S, = 9) (17)

Ainsi, en combinant (15), (16), (17) et le résultat obtenu dans la question 6)b), on trouve
[’égalité qu’on cherche a établir.

8) Supposons que o € R, est arbitraire et fixé, pour tout n € N*, posons ¢, = —[—an'/?], ou

[—an'/?] est la partie entiere du réel —an'/?,
a) Montrer que pour tout n € N*, on a

P(n™'2M, > a) = P(M, > g,).
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Réponse : Il est clair que P(n_l/zMn > a) = P( - M, < —oml/z). Par ailleurs étant
donné que pour tout w € Q, on a —M,(w) € Z, il résulte de la définition de la partie entiére,
que : —M,(w) < —an~'? si et seulement si —M,(w) < [~an~?]. Par conséquent,

P(-M, < —an'?) = P(— M, < [-an'?]) = P(M, > g,).

b) Montrer que pour tout n € R,

lim ian(n’lmSn > a+n) < liminf P(S, > ¢,) < limsup P(S, > ¢,) < limsup P(n’l/QSn > a—n).

n—+00 n—+0oo n—+o00 n—+o00

Réponse : en utilisant la définition de q,, on peut montrer que pour tout n € N*, on a

a <n Y2q, < a+n"Y? ; ainsi pour tout n € R, il existe ng € N* tel que, pour tout n € N*,
vérifiant n > ng, on a,

a—n<n Vg <a+n (18)

Il résulte de Uégalité P(S, > q,) = P(n""/2S, > n~'2q,) et de (18), que pour tout n € N*,
vérifiant n > ng, on a,

P(n_l/QSn >a+n) < P(S,>q,) < P(n_1/25’n >a—1).

Par conséquent,

.. —1/2 < limi
lylgligofp@ Sp > a+1n) < lrlzgligof P(S, > qn) (19)
et
lim sup P(S,, > ¢,,) < limsup P(n_1/2Sn >a—1n). (20)
n—-+00 n—-+0o

Finalement, en combinant (19) et (20) avec l'inégalité

liminf P(S,, > ¢,) < limsup P(S, > ¢,),

n—r+o0 n—+00

on obtient le résultat qu’on cherche a établir.

c¢) Montrer que pour tout n € R,

limsup P(S, = ¢,) < limsup P(a —n<nY2S, <a+ 77).

n—-+0o00 n—-+o0o

Réponse : cela résulte de (18) et de Uégalité P(S, = q,) = P(n~/2S, = n"%g,).

9) a) Montrer que, lorsque n tend vers +oo, la variable aléatoire n~'/2S, converge en loi vers
B(1) (on vous rappelle que la variable aléatoire B(1) suit une loi normale centrée et réduite).



Réponse : il suffit d’utiliser la définition de S,, et le Théoreme de la limite centrale.

b) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 7), 8) et 9)a), montrer que, pour
tout « € R, on a,
lim P(n_l/zMn > a) = P(|B(1)] > a).

n—-+4o00

Réponse : Soit n € RY.. En utilisant les résultats obtenus dans les questions 8)b) et 9)a),
on trouve que

> dz < liminf P(S, > ¢,) < limsup P(S, > ¢,)

/ 7:132/ / 712/2
Vo a+n n—+00 n—r+00 V2T Ja—y

En wilisant les résultats obtenus dans les questions 8)c) et 9)a), on trouve que

limsup P(S,, = / e~ /2 dy

Ainsi, en faisant tendre n vers 0, on a,

—x2/2 _ >
HEIEOO P(S, > qn) \/ﬁ/ dz = P(B(1) > a). (21)
et

lim P(S, =¢,) =0. (22)

n—-+o0o

Le résultat obtenu dans la question 7), (21) et (22) impliquent que,

lim P(M, > g,) =2P(B(1) > a) = P(|B(1)| > a). (23)

n——+oo

Enfin, en combinant (23) avec le résultat obtenu a la question 8)a), on peut fini notre preuve.

c¢) Rappelons que si U : (Q, F, P) — (R, Br) est une variable aléatoire, Fy; la fonction de
répartition associée a U, est définie pour tout @ € R, par Fy(a) = P(U < «). Désignons par
F, 12, et Fipa) les fonctions de répartition associées respectivement aux variables aléatoires
n~2M, et |B(1)|. En utilisant le résultat obtenu dans la question 9)b), montrer que pour tout
a € R,

nl_l}I_’I_looF -1/2 M, (Oé) = F|B(1)|<Oé).

Réponse : étant donné que pour tout w € Q, on a |B(1,w)| > 0 et n~Y2M,(w) > 0,
[’égalité qu’on cherche a établir est vraie lorsque o < 0. Désormais nous supposons que o € R .
Etudions d’abord le cas ot v = 0. Supposons que n € R est arbitraire et fivé. Il est clair que
pour tout n € N*, on a

Fy1/2pp, (0) < P(n™Y2M,, < n);

ainsi en utilisant le résultat obtenu dans la question 9)b), on obtient

limsup £, 12, (0) < lim P(n™'2M, <n) = P(|B(1)| <)

n—-+o00 n—r+00



et ensuite, en faisant tendre n vers 0, on trouve que

lim anl/zMn(()) = F|B(1)|<O)

n—-+00

Etudions maintenant le cas ou o € RY, comme précédemment, supposons que n € RY est
abitraire et fixé. Il est clair que pour tout n € N*, on a

P(n™2M, < a—n) < Fyoijopy (@) < P(n72M, < a+1n);
ainsi en utilisant le résultat obtenu dans la question 9)b), et l'inégalité

liminf F, 125, (o) < limsup F,-1/2), (a),
n—+00 " n——+o00 "

on obtient

P(IB(1)| <a—n) < 1im+inf E, 1oy, (@) <limsup F,-1/2), (o) < P(|B(1)] < a+7) ;
n—-—+0o0

n——+o0o

ensuite, en faisant tendre n vers 0, on trouve que

im F-1/2p (o) = Fipay ().

n—-+o00

10) En utilisant les résultats obtenus dans les questions 4)b) et 9)c), montrer que 1'égalité
(%x) est vraie pour tout a € RY.

Réponse : d’aprés le résultat obtenu dans la question 9)c), on sait que lorsque n tend vers
400, la variable aléatoire n='? M, converge en loi vers la variable aléatoire |B(1)| ; ainsi la
mesure de probabilité P,-1/2), converge faiblement vers la mesure de probabilité P\pn). On
déduit alors du résultat obtenu dans la question 4)b) que Py, = P\ et par conséquent que
pour tout o € R,

P(Y; > a) =Py, (Ja, +00[) = Py (Jo, +o0[) = P(|B(1)| > a).

10



