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Partie I : Variables aléatoires réelles Symétriques a-Stables

La fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle X, est notée par ®x ; rappelons que
cette fonction est définie pour tout & € R, par ®x(£) = E(e®X). Soient o €]0,2] et 0 € Ry
deux parametres. Dans les questions 1) a 5), on suppose que X est une variable aléatoire
Symétrique a-Stable de parametre d’échelle o (SaS(o) en abrégé) ; cela signifie que pour tout
£ER, lon a, Py (&) = e 7" (par convention 0° = 0 pour tout b € R*).

1) Que peut-on dire de X lorsque o = 0 7 Par la suite, on suppose que o > 0.

Lorsque 0 = 0, l'on a ®x(§) = 1, pour tout £ € R, ce qui signifie que la variable aléatoire
X waut zéro presque siurement.

2) Que peut-on dire de X lorsque o =2 7
Lorsque oo = 2, alors X est une variable aléatoire centrée de variance 202,
3) Montrer que les variables aléatoires X et —X sont de méme loi.

On a pour tout £ € R, ®_x (&) = E(e'OX) = eI = e=o"l&" = d(€). Cela prouve
que les variables aléatoires X et —X sont égales en loi.

4) Que peut-on dire de la variable aléatoire Y = X /o ?

On a pour tout £ € R, ®y(€) = E(e'0 VX)) = ¢~ KI* " La variable aléatoire Y est donc
SaS(1).
5) On suppose que « €]0,2[. On admet, qu’il existe alors deux constantes 0 < ¢; < ¢y < 400,
ne dépendant pas de X, telles que les deux inégalités : c;o“A™* < P(|X| > \) < co0* A%, sont
vérifiées, pour tout réel A > o.

a) Prouver que pour tout v €]0,af, on a E(|X|") < 400 et que E(|X]") = k(a,7)o”?, ou

k(a,y) est une constante ne dépendant que de « et de 7.

Pour tout v € RY, désignons par Lix|v la loi de probabilité de la variable aléatoire | X|7. En
utilisant, le Théoréeme de Fubini-Tonelli, on a, que les intégrales soient finies ou non,

E(IX]") — /0+Oode|xw(w>= /0 +Oo( /0 dy) dLixp (@)
_ /O o ( / o dLyxps () dy = /0 X 2 ) dy

- /;Oo P(|X| > y"7) dy. (1)
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Ainsi, lorsque v €)0, o, il résulte de (1) et de l'inégalité P(|X| > X) < coo“A™%, pour tout réel
A >0, que,

~

oY —+00
E(IX[") < / B(X| > /) dy + / B(X| > y'") dy
0 o

+00
< o7+ 020“/ Y~ dy < 4o00.

~

Supposons que R est une variable aléatoire réelle arbitraire SaS(1). Pour tout v €]0,«],
posons k(a,y) = E(|R|7) D’apreés ce qui précéde, nous savons que k(a,y) < +00. Par ailleurs
étant donné que les variables aléatoires R et X /o sont de méme loi, on a E(|X/o|) = r(a,7),
d’'ot E(|X]7) = k(a, 7)o"

b) Prouver que pour tout v € [a, +00[, on a E(|X|") = +oo0.

Lorsque v € |a, +00l, il résulte de (1) et de linégalité P(|X| > ) > c10A~%, pour tout
réel A > o, que,

E(|X]") = /

o

+oo
P(|X]| > yl/y) dy > cla“/ y_o‘/7 dy = +o0.

o

+oo

6) Soient X; et Xy deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace
de probabilité. Supposons qu’elles sont respectivement SaS(o1) et SaS(03), que peut-on alors
dire de la variable aléatoire X; + X5 7

On a pour tout £ € R, ®x,,x,(&) = Ox, (6)Px, (€) = e~ 19D " ce qui montre que la
variable aléatoire X1 + Xo est SaS((of + o5)"/).

7) Pour tout n € N*  désignons par X, une variable aléatoire réelle SaS(o,). Supposons
que la suite (X, )en+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle X. Que peut-on dire de
X7

On a pour tout ¢ € R, ®x (&) = lim,_, 100 e %, Dot ®x(1) = lim,100e 7. A pri-
ori, deuz cas sont envigeables : ®x(1) = 0 et ®x(1) €]0,1]. Dans le premier cas l'on a
lim,, s oo 0, = +00, cela implique que Px(0) = 1 et Px(§) = 0 si & # 0, ce qui est impos-
sible parce que ®x est une fonction continue. Dans le deurieme cas 'on a lim, , . 0, =
(- ln(@X(l)))l/a, d’ot ®x (&) = e~ T@xWNE " coest-g-dire que X est une variable aléatoire
SaS( lim,, o 04).

8) On suppose que « €]0,2[ et on désigne par (Y,,),en+ une suite de variables aléatoires réelles
SaS(1), définies sur un méme espace de probabilité et mutuellement indépendantes. Est-il
possible que la variable aléatoire % converge en loi vers une variable aléatoire réelle,

lorsque 'entier N tend vers 400 ?



Pour tout N € N*, posons Ry = Y“LNl—/J;YN On a pour tout £ € R,

« o _ —1/ag¢|a el
Ppy(§) = Pyigpvy (NTH2E) = ||<I>y “Hag) = g NINTVEE — olel (2)
de plus,
Oy tvy (§) = Pry (NV*712), (3)
VN

Ainsi, en combinant (2) et (3), on obtient,

_Nl1—a/2|¢a
®Y1+.4.+YN (f) =€ N €l .
VN

D’ou

N—+o0 Vo 0, sinon.

Bm ®yysivy (€) = { L si& =0,

Cette derniere limite est une fonction discontinue, donc elle ne peut étre une fonction car-
actéristique. Ainsi, la variable aléatoire % ne peut converger en loi vers une variable
aléatoire réelle, lorsque ’entier N tend vers +oc.

Partie II : Intégrale stochastique par rapport au Processus de Lévy SaS

Dans toute cette partie le parametre « appartient a ]0, 2].

1) Au moyen du Théoreme de consistance de Kolmogorov, établir 'existence d’un proces-
sus stochastique {Z'(t)}ier, @& valeurs réelles, vérifant les deux propriétés suivantes : (i)
Z'(0) = 0 presque surement ; (ii) pour tout k& € N*, et pour tous réels to = 0 < ty... < ty,
les variables aléatoires Z'(t,) — Z'(t,—1), n € {1,...,k} sont mutuellement indépendantes et
SasS((t, — tn,l)l/o‘) respectivement.

D’apres le cours, nous savons construire un espace de probabilité, que [’on note ici par
(Q,B, P), et une suite de variables aléatoires réelles, notée ici par (€,)nen+, définies sur cet
espace, mutuellement indépendantes et de méme loi. Etant donné qu’il n’y a pas de restriction
sur le choix de cette loi, désormais, nous supposons que les €, sont SaS(1). Désignons par
(R®+ B) l'espace de toutes les fonctions de R, dans R, muni de la o-algébre B engendrée par
les cylindres. Notre objectif est maintenant de définir une mesure de probabilité convenable
sur B, que l'on notera par P. Commengons d’abord, pour tout k € N* et pour tous réels
0 <t <...<t fixés, par définir une mesure de probabilité, que l’on note par Py, ;. , surla
o-algébre By, 1.', constituée par les cylindres C de la forme,

C={@eR™ : (@(t),...,a(t) € A}, (4)

ou A € B(R¥), la o-algebre des sous-ensembles boréliens de R*. Soient ny,...,ny, les vari-
ables aléatoires SaS(t,) définies sur ) par my = ti€y et 9, = (tn — th1)€n + Mu_1 pour tout

'Etant donné que pour toute permutation  de {1,...,k}, on a By,
de supposer que la suite (tn)lgngk est croissante.

,,,,, t, = Bt il n’est pas restrictif

w(1)ssbm(k)?



n € {2,...,k}. Notons que lorsque t; = 0, 'on a n; = 0 presque sirement. Notons aussi
que les variables aléatoires 1, — nu_1, n € {1,...,k} % sont mutuellement indépendantes et
SaS((tn — tn_l)l/a) respectivement. Désignons par P, . la loi de probabilité du vecteur
aléatoire (n1,...,mk), c’est-a-dire la mesure de probabilité sur B(RY), telle que, pour tout

A € B(R"), ) )
e (A) = P({0 € @ (m(@),...,m(@)) € A}). (5)

La mesure de probabilité 13,51

P

¢, est définie, pour tout cylindre C de la forme (4), par
Pt17---7tk~ (C) = PT?h---J?k (A) (6)

Montrons maintenant que les mesures de probabilité ﬁtl’,__7tk, ou Uentier k > 1 et les réels
0 <t <...<tg sont arbitraires, vérifient les deux conditions de consistance de Kolmogorov.
La condition (a) est satisfaite, car si m est une permutation de {1,... k}, telle que 1y < ... <
trky, on a alors pour tout n € {1,...,k}, tz(n) = tn. La condition (b) est satisfaite également,
car, pour tout entier k > 1 et tous réels 0 <t; < ... <ty <tpi1, on a,

Pytotis @) = Poyomn (A X R) = P({w € Q: (m(w),. ..,nk< @) (@) € A x R})
= P({oeQ:(m@),....m@) € A}) =Py (A) = B, 4 (C) ;

bien sur, la variable aléatoire niyq est définie par Mgr1 = (tke1 — ti)€xr1 + M- On peut donc
appliquer le Théoréme de consistance de Kolmogorov, aux mesures de probabilité ﬁtl ey €t
ce théoreme nous donne l’existence d’une mesure de probabilité P sur B, dont la restriction a
chacune des o-algébres By, . 4, , coincide avec Pth . Supposons maintenant que {Z(t )}teR+ est

le processus canonique défini sur l'espace de pmbabzlzte (RE+, B, P), c’est-a-dire que Z(t,@) =
w(t), pour tout t € R, et @ € R®+. On a donc pour tout k € N*, tous réels 0 < t,... < ty, et
tout A € B(RF),

(G eR™ : (Z(t,D),..., Z(ty, ) € A} = {T € R¥ : (@(t),...,0(t)) € A} =C ;
par conséquent,
P{@ e R* : (Z(t1,®),..., Z(t,®)) € A}) = P, 4, (C). (7)

Désignons par Pz, .\ 7, la loi de probabilité du vecteur aléatoire (Z(t1),...,Z(ty)), cest-d-
dire la mesure de probabilité définie sur B(RF), par,

P ze(A) = P{& € R (Z(11,0),..., Z(th, @)) € A}). (8)
Il résulte de (8), (7) et (6), que les vecteurs aléatoires (Z(t1), ..., Z(tx)) et (1, ...,m) sont
égauzs en loi. Maintenant posons Q = R¥+ x R®+ F = B B et P = P ® P. Désignons
alors par {Z’(t)jt@@r, le processus stochastique défini sur l’espace de probabilité (0, F, P), par
Z'(t, &, &0") = Z(t,&') pour tout t € R, et (&',&0") € R®+ x RE+. On peut facilement vérifier

2Par convention, ¢y = 0 et la variable aléatoire ny vaut 0 presque sirement.
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que les processus {Z' () }ers et {Z(t) hery possédent les mémes lois fini-dimensionnelles.

2) On désigne par {Z"(t)}ier, un processus stochastique défini sur le méme espace de proba-
bilité (2, F, P) que {Z'(t) }ier, ; de plus on suppose que ces deux processus sont indépendants
et possedent les mémes lois fini-dimensionnelles.

Signalons, au passage qu’une facon simple de construire un tel processus {Z"(t) }er, , con-
siste a poser Z"(t,&',&") = Z(t,&"), pour tout t € Ry et (&',&") € Q.

On note alors, par {Z(t)}cr le processus stochastique tel que Z(t) = Z'(t) lorsque t € R,
et Z(t) = Z"(—t) sinon ; on appelle {Z(t)}icr le Processus de Lévy SasS. Dans le reste de
cette partie, notre objectif est de définir une intégrale stochastique par rapport a {Z(t)}ser,
cette intégrale est notée par I(-).

a) Soient deux réels arbitraires v’ < u”, on désigne par 1y, la fonction indicatrice de
Iintervalle |u/,u"] et on pose I(1jyw) = Z(u") — Z(u'). Montrer que I(1}, ) est une vari-
able aléatoire Sa.S((u” —u')"/®).

Lorsque 0 < v < ", on a alors I(1)y ) = Z'(u") — Z'(W'), ainsi il résulte de II-1),
que I(1y, ) est une variable aléatoire SaS((v" — w')V*). Lorsque v’ < u” < 0, on a alors
(L) = —(2"(—u') = Z"(=u")), ainsi il résulte de la définition de {Z"(t)}ier. , de 1I-1) et
I-3), que I(1), ) est une variable aléatoire SaS((u” —w')"*). Lorsque v’ < 0 < u”, on a,
I(Lyy o) = Z'(u") = Z"(=4') ; ainsi, étant donné que Z'(u") et —Z"(—u') sont deuzx variables
aléatoires indépendantes, respectivement SaS((u”)l/a) et SaS((—u’)l/a), il résulte de I-6), que
I(1,um) est une variable aléatoire SauS((u” — u/')/*).

b) Soit A : R — R une fonction en escalier, c’est-a-dire une fonction de la forme h =
Zf:[ 01 nLununga]s O N € N*, (3,)o<n<n est une suite finie de réels, et (u,)o<n<n est une suite
finie strictement croissante de réels. On pose I(h) = S0 8,1 (1]%,% .11)- Montrer que I(h)

est une variable aléatoire SaS(||h||Law)), olt |B]| Loy = ( [g |h(z)]|* dz) e

Montrons d’abord que la définition de I(h) a un sens, autrement dit, lorsque

K-1

h = Z BV ] = Ok Ljo 0] (9)

k=0

u: NeN* et K €N (Bn)o<nen €t (Ox)o<k<r sont deux suiles finies de réels, (u,)o<n<n €t
(vk)o<k<kx sont deux suites finies strictement croissantes de réels ; on a alors,

Désignons par L + 1, le nombre des éléments distincts de l'ensemble {u, : 0 <n < N} U{vy :
0 <k <K} Ona forcément L > max{N, K}, de plus, on peut voir cet ensemble, comme
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une suite finie strictement croissante notée par (r))o<i<r. Soit ¢ : {0,...,N} — {0,..., L},
Punique application strictement croissante telle que pour tout n € {0,..., N}, on a
To(n) = Un- (11)
Soit ¢ : {0,..., K} — {0,..., L}, l'unique application strictement croissante telle que pour
tout k € {0,..., K}, on a
7’¢(k) = Vg. (12)
Il résulte de (9), que,
L1
h - Z )\ll}T‘l,T‘H,ﬂ?
1=0
ot (A\)o<i<r est une suite finie de réels, vérifiant,
A =0, lorsque I ¢ {¢(0),9(0) +1,...¢(N) — 1} N {(0),(0) + 1,...,¢(K) =1}, (13)
Ap(n)+q = Bn, pour tout n € {0,...,N —1} et g € {0,...,¢(n+1) — ¢(n) — 1} (14)
et
Ap(k)+p = O, pour tout k € {0,..., K — 1} et p € {0,...,¢(k+1) — (k) — 1}. (15)
Pour établir (10), il suffit de prouver que,
L-1 N-1
> N (Zria) = Z(m) = > Bu(Z(un1) — Z(un)) (16)
=0 n=0
et que
L—1 K-1
> N(Z(rie) = Z(rn) =) 0u(Z(0k1) — Z(wy)). (17)

=0

=
Il

0

Nous donnerons uniquement la preuve de (16) car celle de (17) est analogue. En utilisant (13),

(14) et (11), on obtient,

L—-1 H(N)—1
)\Z(Z(T’H_l) — Z(T’l)) = Z )\l(Z(Tl—i-l) — Z(Tl))
=0 1=¢(0)
N—-1 ¢(n+1)—¢(n)—1
=D D Mswa(Z(rsmyrart) = Z(romysa))
n=0 q=0
N-1 ¢(n+1)—¢(n)—1

= S Bu(Z o) — Zro) = 3 Bu(Zltnsr) — Z(u)



Montrons maintenant que I(h) est une variable aléatoire SaS(||h||rew)). Soit
M =min{n € {0,...,N} : u, > 0},

avec la convention que M = N + 1 lorsque {n € {0,...,N} : u, > 0} = (. Nous posons
b1 =0Bn =u_1 =uns1 = 0. Par ailleurs, nous supposons systématiquement que Zq:p —e =0,
pour tous entiers relatifs p > q. On a, en utilisant la définition de M, celle de I(h), celle de
I(1ju, i ia])s €t celle du processus {Z(t)}icr,

I(h) = Z_ Bﬂ[(h“m“nﬂ}) + Z_ ﬁn](l}u"“un‘i’l])
= Z_ 5n(Z//(_un+l) - Z//(_un)) + Bar—1 (Z/(UM) - Z//(_qul)) + Z_ BH(Z/<un+l) - Z/(un))
= ]__(h) + I, (h), : (18)

ot I_(h) et I,.(h) sont les deuzx variables aléatoires réelles définies par,

M—-2

I_(h) == Bu(2"(—t) = Z"(—tt11)) — Bru-12"(—urr-1) (19)
et o
L(h) = Bua Z'(unt) + Y Bu(Z' (unsr) — Z'(un)) 5 (20)

notons que ces deux variables aléatoires sont indépendantes, car les processus {Z'(t)}ier,
et {Z"(t)}er, sont indépendants. Montrons maintenant que I_(h) et I.(h) sont SasS, de
parameétres d’échelle, respectivement,

M—2 1/
(3 18l (1 = ) + 1Bar s (—uas ) )
n=0

et
N-1 1a
(1Baraluas + 3 1Bl (s = wa))
n=M

Nous donnerons la démonstration uniquement pour I_(h) ; celle pour I, (h) étant assez sem-
blable. Nous allons faire un raisonnement par récurrence sur M. Lorsque M = 0, alors I_(h)
est la variable aléatoire nulle, ce qui revient a dire qu’elle est SaS(0). Lorsque M = 1, alors
I_(h) = —BoZ"(—up), ainsi il résulte de la définition de {Z"(t) }er, et de II-1), que I_(h) est
SaS(lﬁol(—uo)l/a). Supposons désormais que M > 2. Remarquons alors que

I_(h) = I (h) — Bo(Z"(~uo) — Z"(~u1)). (21)
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ou
M-2
== Bu(Z"(~un) = Z"(=tns1)) — Brr—1 2" (urr—1)-
n=1

Il résulte de Uhypothése de récurrence que I' (h) est une variable aléatoire SaS, de paramétre

d’échelle,
M—2 Va
( Z |Bn|* (Un1 — un) + |5M—1|a(—UM—1)> ;
n=1

par ailleurs, il résulte de la définition de {Z"(t)}ier,, de I1I-1) et de I-3), que la variable
aléatoire —PBo(Z"(—uo) — Z"(—wy)) est SaS, de paramétre, |Bo|(u1 — uo)*/*. De plus, grdce
a la définition {Z"(t) }er, et a II-1), on peut montrer que les variables aléatoires I (h) et
—Bo(Z2"(—up) — Z"(—w1)) sont indépendantes. Ainsi, au moyen de (21) et I-6), on obtient,
pour I_(h) le résultat qu’on cherchait a établir. Finalement, en utilisant ce résultat, de méme
que le résultat analogue pour I, (h), l'indépendance de I_(h) et I.(h), (18), et I-6), on trouve
que la variable aléatoire I(h), est SaS, de paramétre d’échelle,

N-1 /a un+1
<Z|ﬁn’ (Un41 — Z/ |ad:L' /lh |adx
n=0

3) Il convient maintenant de faire quelques rappels sur les espaces LP. Pour tout réel p > 0,
on désigne par LP(R) (resp. LP(£2)), l'espace vectoriel des fonctions f : R — R Lebesgue
mesurables (resp. des variables aléatoires réelles Y définies sur Q) vérifiant [, | f(2)[ dz < +o0
(resp. E(|YIP) < +50) : on pose | lzscsy = ( Ju [ (@7 d) " (resp. [¥ lsi0) = (EQY[))").
Lorsque p € [1, 400, alors || - [|Lrm) (resp. || - ||zr(o)) est une norme sur LP(R) (resp. LP(£2)),
pour laquelle cet espace est un espace de Banach. Lorsque p €]0, 1], alors I'application Ar» )
LP(R) x LP(R) — Ry (resp. A @ LP(R) x LP(Q) — R.) définie par Appw(fi, f2) =
Jelfi(z) = fa(z)Pdx (resp. Apre (Yl,Yg) = E|Y; — Y3|?) est une distance sur LP(R) (resp.
LP(Q2)), pour laquelle cet espace est complet. Signalons enfin, que les fonctions en escalier
forment un sous-espace vectoriel dense dans LP(R), au sens de la norme || - ||z»r) lorsque
p € [1,400], ou bien au sens de la distance Aprr) quand p €]0, 1].

a) Soit f € L*(R), on désigne par (hx)ren une suite de fonctions en escalier qui converge vers
f dans L*(R). Montrer que pour tout v €0, a/, ([<hk))keN est une suite de Cauchy dans L7(2).

Montrons d’abord que I est une application linéaire sur S, [’espace vectoriel des fonctions
en escalier. Soient B =30, B;L,I(l]uill,ufn,ﬂ]) eth’ =30, p" 1Ly 1) deuz fonctions

n'! " ,u "

en escalier ; désignons par K + 1, le nombre des éléments distincts de lensemble {ul, : 0 <
n < N}PU{u!, :0<n” <N"}. On a forcément K > max{N', N"}, de plus, on peut voir cet
ensemble, comme une suite finie strictement croissante notée par (vg)o<kp<x. Les fonctions b’
et b peuvent s’écrire sous la forme :

K-1 K-1
- Z el/cl}vk,vkﬂ] et h'= Z egl]”k’”kﬂ]’
k=0 k=0



ot (0})o<k<x €t (0 )o<k<r sont deux suites finies de réels. Ainsi, pour tous ', " € R, la
fonction en escalier p'h' 4+ (/"B", s’écrit sous la forme,

K-1

u’h' + M”h” _ Z(M ek + Muek)l]vk ora]-
k=0

On obtient alors en utilisant la définition de ['intégrale stochastique I, pour les fonctions en
escalier,

T 4+ 1) = S (0 + 160 (Z(vesn) — Z(0n)

Z Zlopar) = Z(on)) + 5" 3 02 (Z(vper) — Z(on)) = WI(H) + ' T(H").

Maintenant, on considére f € L*(R) et on désigne par (hy)ken une suite de fonctions en
escalier qui converge vers f dans L*(R) ; montrons que pour tout v €0, a], ([(hk))keN est
une suite de Cauchy dans L7(Y). I(hg — hyr) est une variable aléatoire SaS dont on note le
parametre d’échelle par orpn,,—n,,)- La linéarité de I(-), I-5)a) et 1I-2)b), impliquent que, pour

tous k', k" € N, on a,
]E(|I(hk/) — I<hk”>|7) = E(|](hk/ — hk”)rf) = H}(Oé, 7>J}y(hk/_hk”) = H(Oé, V)Hhk’ — hk"”’za(R)' (22)

Ainsi, (I(hk))keN est une suite de Cauchy dans LV(Q2), car (hi)ren est une suite de Cauchy
dans L*(R).

b) Montrer que la suite (I(hk))keN

SaS (|| fllLem)), notée par I(f), qui ne dépend pas du choix de la suite de fonctions en es-
calier (hg)gen-

converge en probabilité vers une variable aléatoire

Etant donné que l’epace L7 (Y) est complet, la suite (I(hk))keN converge, dans cet espace
vers une variable aléatoire notée par I(f). Montrons que cette derniére, ne dépend pas du
choiz de la suite (hy)gen. Nous désignons par (h})ren une autre suite de fonctions en escalier
qui converge vers f dans LY(R), et nous notons par I'(f) la limite dans L7(Q)) de la suite
([(h;))keN. De fagon analogue a (22), on peut montrer que pour tout k € N, on a,

E(11(h) = I(h)[") = ke Dl = Ml Fo ey

On a donc,

B(1() = I(HI) = Tim E(1(u) = IG) = sla,y) T [y = B e =0

k—+o0

ce qui montre que I(f) = I'(f) presque siurement.
Sachant que la suite (I(hk))keN converge vers I(f) dans L7(SY), grdce a l'inégalité de
Markov cette convergence a également lieu en probabilité, et donc en loi. Ainsi, Il résulte
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de I-7) et de II-2)b), que I(f) est une variable aléatoire SaS, dont le paramétre d’échelle vaut
lin s poo [Pkl o) = 1l Loe)-

¢) Prouver que I est une application linéaire de L*(R) dans LY(£2), ot v €]0, o est arbitraire.

Soient f' et f" deuz fonctions arbitraires de L*(R) ; désignons par (hj)ken et (h})ren deux
suites de fonctions en escalier qui convergent respectivement vers [’ et f”, dans cet espace.
Ainsi pour tous réels ' et p”, la suite de fonctions en escalier (u'hj, + (" h})ren converge vers
la fonction p' f" + u" f" dans L*(R). Il résulte alors de II-3)b) et de la linéarité de I(-) sur
l’espace S des fonctions en escalier, que ’on a,

LGLf ' f") = Y 1B+ ph) = N () + () = 1) + '),
—400 —+00

ot les limites sont a comprendre au sens de la convergence dans L*(R).

Partie III : Mouvement Fractionnaire Stable Linéaire (MFSL)

Dans toute cette partie, sauf indication supplémentaire, le parametre a appartient a |0, 2].

H €]0,1[ désigne un autre parameétre®. Pour tout z € R, on suppose que (x)f_l/a = gl-1/«

lorsque x > 0, et (a:)ffl/a = 0 sinon. Pour tout réel s fixé, K, : R — R, désigne la fonction
définie pour tout t € R, par K,(t) = (s — )7 /" — (=)~ 1/,

1) Montrer que pour tout réel s fixé, la fonction K appartient a 'espace L*(R). On note par
{X(s)}ser, le processus stochastique, appelé MFSL, défini pour tout s € R, par X (s) = I(Kj).

Commengons d’abord par montrer que la fonction Ky appartient a L% (R) i.e. pour tout
intervalle compact J C R, on a [,|K(t)|*dt < 4o00. Etant donné que L? (R) est un espace

vectoriel, il suffit de prouver que la fonction R — R, = (m)f_l/a y appartient. Notons que
cette dernicre fonction est continue' sur R*, ainsi fj(x)i(H_l/a) dx < 400 lorsque 0 ¢ J. Dans

le cas contraire, désignons par b > 0 la borne supérieure de J. On a alors, en utilisant, la
définition de (x)ffl/a et le fait que —a(H — 1/a) < 1,

b
(:U)a(H_l/a) dr = A < 400
A = | pati-1/a) :

Ayant établi que Ky € LY, (R), pour prouver que cette fonction appartient a L*(R), il suffit de

loc
montrer que f‘ 42 |K(t)|*dt < 400 i.e. (en posant T = —t),

t|>2]s

+oo
/ ‘(s+T)H_1/°‘—(T)H_l/o“ad7'<+oo.
2)s|+2

Il n’est pas difficile d’établir I'existence d’une contante ¢, € RY, telle que, pour tout y €
(271,274, lon a,
(L) 1" <y

3Le parametre H est appelé le parametre de Hurst, par référence a ’hydrologue Hurst.
4Elle est méme continue sur R tout entier, lorsque H €jl/a,1].
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Grace a cette inégalité et a l'inégalité (1 — H) + 1 > 1, on obtient,

oo e oo H-1/« a
/ ‘(8+T)H_1/a—(T)H_1/a’ dT:/ TaH_l‘(l—i-ST_l) — 1| dr
2|s|+2 2|s|+2
+o00 d
S(ﬁ|ﬂat/n ——?fgf—T < +00.
2|s|+2 Tol=H)+

2) Fixons N € N* et s1,...,sy € N.
a) Montrer que pour tous Ay, ..., Ay € R, la variable aléatoire ij:l A X (5,,) est SaS® et
déterminer son parametre d’échelle.

En utilisant la définition du processus {X (s)}ser et la linéarité de 1(-), l'on a,

N N
SN () = 1D MK, )
n=1 n=1

ce qui signifie que la variable aléatoire Zgﬂ M X (8n) peut s’écrire comme lintégrale stochas-
tique, par rapport au Processus de Lévy SauS, de la fonction 25:1 MK, . Il résulte alors de

1I-3)b) que cette variable aléatoire est SaS de paramétre d’échelle || SN )ansn”La(R).

b) Prouver que pour tout réel a > 0, (X (as,),...,X(asy)) et a(X(s1),..., X (sy)) sont
deux vecteurs aléatoires égaux en loi®.

1l suffit de montrer que les fonctions caractéristiques associées a ces vesteurs aléatoires, sont
égales en tout point de RN, i.e. pour tout (&,...,&x) € RY, l'on a,

N N
E (exp (@ Z {nX(asn)>> =E (exp (iaH Z {nX(sn)>> . (23)
n=1 n=1
D’apres I11-2)a), on sait que S0 €, X (as,) et a SN €, X (s,) sont deux variables aléatoires

SaS de paramétres d’échelle, respectivement, ||Zg:1 £Kasn||LQ(R) et alr{”z:n]\;1 EK,
Ainsi établir (23), revient exactement a montrer que

N N
o5 (|22 R [fns) = o0 (= 0| S €K ey
n=1 n=1

ey

1.6.

- |
/R | > (o = = (02Tt = a“H/R

5Lorsqu’un processus vérifie cette propriété, alors on dit que ce processus est Sa.S.
5Lorsqu’un processus stochastique vérifie cette propriété, on dit qu’il est H-auto-similaire.

o

dt.

S a((sn =0 = (=)
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Cette derniere égalité, peut facilement étre obtenue, en faisant, dans son membre de gauche,

le changement de variable T = a™'t, puis en utilisant le fait que (ax)?V* = a# =1 ()1

pour tout x € R.

)

3) On suppose que a > 1 et H €]1/a,1]. Montrer que le processus {X(s)}scpo,1] admet une
modification dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des fonctions holdériennes d’ordre S,
ou f €]0, H — 1/af est arbitraire.

Notons d’abord, qu’il existe vy €]1, af, tel que B < H—1/7y. Ainsi, pour prouver [’existence
d’une modification du processus {X(s)}scp1] dont les trajectoires sont, avec probabilité 1, des
fonctions holdériennes d’ordre 3, grace au Théoréme de Kolmogorov-Centsov, il suffit de mon-
trer qu’il existe une constante co € R, telle que l'on a pour tous s',s" € [0,1],

E (|X(s') = X(s")|") < cols” = " (24)

Etant donné que X (s') — X (s") est une variable aléatoire réel SaS qui s’écrit sous la forme
X(s') = X(s") = I(Ky — Kg), grace a I-5)a) et II-3)b), nous savons que pour établir (24),
il faut et il suffit de prouver qu’il existe une constante co € RY telle que l'on a pour tous
s, 8" e€0,1],

HKS’ . KS// S”’aH.

a /
L(R) < cals’ —

Il n’est pas restrictif de supposer que s’ > s". En faisant, dans la premiére intégrale ci-dessous,
le changement de variable t = s" + (s’ — §")1, on obtient,

a H-1/« H-1/«
LQ(R):/IR)<8,_t)+ 1 _(3//_75)+ '
= (SI _ 8”) /]R )(8/ _ 4 (S/ . S/I)T)f—l/a . (S// _ g (SI . 8//>7_)f—1/01

a H—-1/a H-1/a|%
:(s’—s”)H/R‘(l—T)Jr (=)

dr.
Ainsi, il suffit de prendre

«

| Ky — Ko dt

o

dr

07

dr.

& = /R (=) (e
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