UNIVERSITE LILLE 1
MASTER 2 RECHERCHE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

PREMIERE PARTIE DU COURS DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

NOTES DE COURS REDIGEES PAR ANTOINE AYACHE






CHAPITRE 1

Loi de probabilité d’un processus et sujets connexes

1. Définitions et propriétés de base d’un processus stochastique

Nous désignons par (2, F, P) un espace de probabilité, nous désignons par T' un ensemble arbi-
traire, et nous désignons par S un espace métrique muni de la o-algébre borélienne notée par B(.5),
c’est-a-dire la o-algébre engendrée par les ouverts de S.

L’ensemble T est appelé [’‘ensemble des indices; souvent on prend 7T =
R, R,, RY(oit N € N¥), Rf, N, Z, ou encore une partie de I'un de ces ensembles. Ainsi, T
peut faire référence au temps ou bien a I’espace ou encore aux deux & la fois; un indice t € T' peut
alors désigner un instant, une date, un point, un point en un certain instant, ou un point & une
certaine date.

L’espace métrique S est parfois appelé [’espace d’états; souvent on prend S =
R, C, R%(ott d € N*), C%, un ensemble fini ou un ensemble infini dénombrable.

Définition 1.1. un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (c’est-a-dire des
applications mesurables) indexées par T, définies sur le méme espace de probabilité, en [’occurrence
(Q,F, P), et a valeurs dans (S, B(S)) ; lorsque T est un sous-ensemble d’un espace multidimensionnel
(typiquement RY ), on préfere parfois utiliser la dénomination de champ stochastique plutdt que celle
de processus stochastique.

Un processus (ou encore un champ) stochastique est habituellement noté par : {X;}ier, {Yitier
ou {Z; }1er ; 1a valeur de la variable aléatoire X; en un certain w € € est alors désignée par X;(w). Une
autre notation qu’on retrouve aussi dans la littérature et méme parfois dans ce cours, est : { X (¢) }rer,
{Y (t) }rer ou {Z(t) }ter ; la valeur de la variable aléatoire X () en un certain w € 2 est alors désignée
par X (t,w).

Désignons par ST Pensemble de toutes les applications ' définies sur 7' & valeurs dans S; un
¢lément (autrement dit une application) appartenant a ST, est noté par @2, la valeur de & ent € T
est notée par w(t). Maintenant, notre objectif est de définir, de facon naturelle, une o-algébre sur ST
qui sera notée par B3.

Supposons que k € N* et (t1,...,t;) € T* sont arbitraires* et fixés; nous désignons par 7, s,
Iapplication de ST dans S*, définie pour tout @, par,

Tt1,te ((‘T)) = (Z)(tl)7 s aw(tk))’
une telle application est appelée une projection; par ailleurs, nous désignons par B(S*) la o-algébre
des sous-ensembles boréliens de S* ; les sous-ensembles de ST de la forme,

Tt (A ={@e s (@t),...,a(t)) € A},

1. Parfois, le terme "application" est remplacé par le terme "fonction", cependant ’on suppose toujours que celle-ci
est définie en tout point de T'.

2. Cette notation n’est pas innocente, en effet, plus tard ST jouera parfois le réle d’un espace de probabilité.

3. Lorsqu’il y a un risque d’ambiguité on utilisera la notation Br,gs.

4. Méme si cela n’est pas indispensable, il est parfois/souvent commode de supposer que les t1, ..., sont distincts
(deux & deux) ; une telle hypothése n’entraine aucune perte de généralité et donc aucune modification dans les énoncés
des résultats qui vont suivre.
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oit A € B(S*), constituent une o-algébre sur ST que 1’on note par B, ...+, (ou encore parfois de facon
abusive par 71',;71“.7% (B(S%))), soulignons que :
e on a By 1, = Brty),..n(t), Pour toute permutation w de {1,...,k};
eonaby i =DBs s, 00s1,...,5 €T sont distincts et vérifient {t1,...,t} = {s1,..., 81 };
e ona By .4 C B, tytes OO tpy1 €T est arbitraire.
On dit qu'un sous-ensemble C de ST est un cylindre, lorsqu’il appartient & au moins 'une des o-

algeébres By, . 4, , autrement dit,
celJ U B

kKEN* (t1,...,t,)ETk

Cette réunion (autrement dit I’ensemble de tous les cylindres de ST) est notée par B°; dans la
Remarque 1.19 qui sera donnée plus loin, nous verrons que B est en fait une algébre. On désigne par
B la o-algébre sur ST engendrée par tous les cylindres, c¢’est-a-dire que

B=o U U Biy,.otr | = 0(30)5

keEN* (tq,...t,)€Tk

on se gardera de croire que tout élément de B est un cylindre : en général 'inclusion B° C B est
stricte. Notons au passage que la topologie la plus naturelle dont on peut munir ’ensemble ST est la
topologie produit, c’est-a-dire la plus petite (au sens de I'inclusion) topologie qui rend continue toutes
les projections 7, t € T'; les ouverts de cette topologie engendrent la o-algébre borélienne® de ST
désignée par B(ST), I'on a toujours B C B(ST), mais cette inclusion peut étre stricte, fondamentale-
ment car tout ouvert de la topologie produit de ST n’est pas forcément une réunion dénombrable de
cylindres.

Nous allons maintenant étudier certaines relations entre, d’une part les processus stochastiques
définis sur (Q, F, P) a valeurs dans (S, B(S5)), et d’autre part les mesures de probabilité sur I’espace
mesurable® (ST, B).

Définition 1.2. Fizons w € Q et désignons par X.(w) € ST, Uapplication T — S, t — Xi(w);
une telle application est appelée une trajectoire (ou parfois une réalisation) du processus stochas-
tique { Xt }eer-

La remarque suivante permet de comprendre la raison pour laquelle la o-algébre B a été définie
de la sorte.

Remarque 1.3. L’application ®x : (Q,F) — (ST,B), wr ®x(w) = X.(w), est mesurable.

PREUVE DE LA REMARQUE 1.3. I suffit de prouver que pour tout cylindre C = ﬂ;}m,tk(A), ou
A€ B(S%), on a ®(C) € F. Or

oM (C) = M (L (A)) = (miy,p, 0 Px) T H(A) = {w € Q1 (Xpy (W), ..., X¢, (w)) € A}

otk
Etant donné que Xy ,..., Xy, sont des variables aléatoires, 'application (2, F) — (S*, B(S¥)), w
(Xt, (W), ..., Xz, (w)) est mesurable, cela prouve que ®3*(C) € F. O

Définition 1.4. Soit {X;}ier un processus stochastique, on note par IF)X la mesure de probabilité sur
(ST, B), définie par,

Px(B) = P(@;{l(é)),pour tout B € B;

5. Au sens classique.
6. Rappelons qu’un espace mesurable est un ensemble muni d’'une g-algébre, rappelons aussi qu’un espace mesuré
est un ensemble muni, a la fois, d’une o-algébre et d’'une mesure sur cette o-algébre.
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1 Définitions et propriétés de base d’un processus stochastique

rappelons que P désigne la mesure de probabilité de référence dont est muni l’espace mesurable (Q, F),

espace sur lequel est défini { X} er. On appelle EDX la loi de probabilité du processus stochastique
{Xi}ter, ou encore la mesure de probabilité induite par le processus stochastique { X} }+c7 sur 'espace

mesurable (ST, B).

Nous venons de voir que tout processus stochastique {X;}ser, défini sur un espace de probabilité

arbitraire (2, F, P), induit une mesure de probabilité, noté par Px, sur I'espace mesurable (ST, B);
il semble naturel de se demander si la réciproque est vraie : est-ce que toute mesure de probabilité
sur (ST, B) provient d’un processus stochastique? Plus précisément, étant donné une mesure de

probabilité arbitraire ) sur (ST B), peut-on construire un espace de probabilité (§~2 .7? ]5) et un
processus stochastique {X; }yer, défini sur (€, F, P) et a valeurs dans (S, B(S)), tel que IP’~ Q7
La remarque suivante montre que la réponse & cette question est positive.

Remarque 1.5. Soit Q une mesure de probabilité arbitraire définie sur lespace mesurable (ST, B).
Désignons par {Xt}teT le processus stochastique a valeurs dans (S,B(S)), défini sur l’espace de pro-
babilité (ST, B, Q) (c’est-a-dire que U'on prend (Q, F,P) = (ST,B,Q)), par

X&) = &(t), pour tous t € T et & € ST ; (1.1)
on a alors ]TD;( = (). Le processus {Xt}teT ainsi défini, est appelé le processus canonique.

Définition 1.6. Supposons que T C RY, on dit qu'un processus stochastique {X;}ier est mesurable,
si Uapplication (2 x T, F @ B(T)) — (S, B(S)), (w,t) = X¢(w) est mesurable.

On se gardera de confondre le fait que ®x soit mesurable (voir la Remarque 1.3) avec le fait
que {X;}er le soit. Donnons un critére qui permet d’établir la mesurabilité de {X;}ier dans le cas
particulier ot T =R et S = R? (ou plus généralement S = C%).

Proposition 1.7. Supposons que {X;}icr est un processus stochastique a valeurs dans R? (ou plus
généralement & valeurs dans C?) wérifiant la propriété suivante : pour tout w € Q, Uapplication
R — R?, t + X;(w) est continue a droite (ou encore continue a gauche). Alors le processus { X }ier
est mesurable.

PREUVE DE LA PROPOSITION 1.7. Pour tout n € N, désignons par {Y;"}.cr le processus sto-
chastique défini pour tout (w,t) € Q x R, par

+oo
Vi w)= > X (W)]l} k) (t)
k=—00

Clairement {Y;" };cg est un processus mesurable ; de plus, grace a la continuité a droite des trajectoires
de {X;}ier, pour tout (w,t) € Q x R, on a,
Xi(w) = lim Y(w).

n—-+0o00

O
Exercice 1.1. En vous inspirant de ce qui précéde, donner I’énoncé d’un critére permettant d’établir

la mesurabilité d’un champ stochastique {X;},cpn @ valeurs dans R? (ou plus généralement a valeurs
dans C?) ; donner également la preuve de ce critére.

Nous allons maintenant voir trois notions d’égalité, de plus en plus fortes, entre deux processus
stochastiques.
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Définition 1.8. Soient {X;}ier et {Yiher deux processus stochastiques a valeurs dans (S, B(S)) ;
on n’impose pas forcément & ces deux processus d’étre définis sur un méme espace de probabilité. On
dit que {Xi}er et {Yi}er possédent les mémes lois fini-dimensionnelles ou encore qu’ils sont égaux
au sens des lois fini-dimensionnelles, si pour tout k € N* et pour tout (ty,...,t) € T*, les vecteurs
aléatoires” (Xyy,..., Xy, ) et (Yy,...,Yy,) sont de méme loi i.e. pour tout A € B(S¥), on a,

P’({w’ e (X, (W),..., Xy, (W) € A}) - P”({w” e (X, (W), ..., Xp (W) € A});

ici (U, F', P') est lespace de probabilité sur lequel est défini {Xi}ier et (Q",F", P") est celui sur
lequel est défini {Y:}ier.

Il est clair que deux processus stochastiques {X;}ier et {Yi}ier possédent les mémes lois fini-
dimensionnelles, si et seulement si pour tout cylindre C, I'on a, Px(C) = Py (C); en fait I’égalité de

Py et Py sur I'algébre des cylindres B°, entraine leur égalité sur la o-algébre o(B%) (autrement dit
leur égalité partout).

Théoréme 1.9. Lorsque deux processus stochastiques { Xy her et {Yi}ier possédent les mémes lois
fini-dimensionnelles, alors ces deux processus induisent la méme mesure de probabilité sur (ST,B),
c’est-a-dire que pour tout B € B, l'on a, Px(B) =Py (B).

Ainsi, }?DX la loi de probabilité d’un processus {X;}icr est complétement caractérisée par les lois
fini-dimensionnelles de { X };e7 ; signalons aussi au passage que la notion d’indépendance d’un nombre
fini de processus stochastiques est définie au moyen de leurs lois fini-dimensionnelles :

Définition 1.10. Soit un entier m > 2. On dit que m processus stochastiques
{th}t€T17 {XtQ}tETza ) {Xtm}tETma

sont (mutuellement) indépendants, si pour tous ki, ka, ..., ky € N* et pour tous
1 1 ki (42 2 k -
(t1ystyy) €TV, (8, o t,) €157, (8t ) € T,
les vecteurs aléatoires

(X} ""thil)’(XQ ._.,Xf%),._.,( AR ¢

th 2
sont mutuellement indépendants.

Avant d’établir 'important Théoréme 1.9, donnons les définitions des deux autres notions d’égalité
entre deux processus stochastiques.

Définition 1.11. Soient {X;}ier et {Yi}er deux processus stochastiques définis sur le méme espace
de probabilité (2, F, P). On dit que {Y;}ter est une version, ou encore une modification de { Xy }er,
st pour tout t € T, U'on a P(X; =Y;) =1 (a-t-on alors forcément PNVt € T, Xy =Y;) =17?)

Définition 1.12. Soient {X;}ier et {Y;}er deux processus stochastiques définis sur le méme espace
de probabilité (Q, F, P). On dit que {X;}ier et {Y; her sont indistinguables, sl existe un événement
O € F (attention Q* ne dépend pas de t!), P(Q2*) = 1, tel que pour tout w € Q* et tout t € T, on a
Xi(w) =Y (w).

Remarques 1.13. o SiT est un ensemble dénombrable, deux processus sont indistinguables si
et seulement s’ils sont des versions l'un de l'autre. En revanche, lorsque T est un ensemble
non dénombrable, deux processus peuvent étre des versions l'un de l'autre sans pour autant étre
indistinguables (construiser un contre exemple).

7. Dans ce cours, le terme "vecteur aléatoire" signifie toujours "variable aléatoire & valeurs dans un espace qui est
un produit cartésien d’un nombre fini de copies d’'un méme espace métrique".
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1 Définitions et propriétés de base d’un processus stochastique

e Supposons que T =R ou Ry et que { X }ier et {Yiher sont deux processus tels que pour tout
w € Q, les applications de T dans S, t — Xy(w) et t — Yi(w) soient continues a droite (ou
encore continues & gauche). Alors {X;}er et {Yitier sont des versions l'un de 'autre si et
seulement s’ils sont indistinguables.

L’objectif du restant de cette section est d’établir le Théoréme 1.9, pour cela nous avons besoin
de faire d’abord quelques rappels concernant la théorie de la mesure.

Définition 1.14. Soit Q un ensemble, une classe K de sous-ensembles de Q est appelée un T-systéme,
si elle vérifie les deux propriétés suivantes (a) et (b) :

(a) D€ KC;

(b) pour tous A,B € K, ona ANB € K.

Remarque 1.15. Lorsqu’on prend Q= ST la classe des cylindres est un w-systéme.
PREUVE DE LA REMARQUE 1.15. On a pour tout k € N* et (¢1,...,t) € Tk,
@ST = {(:Vd S ST ((:)(tl), R ,(:)(tk)) < @Sk},
ou Dgr et Dgr, désignent les sous-ensembles vides, respectivement de ST et S* ainsi, on peut voir
()gr comme un cylindre. Supposons maintenant que
C = {& e ST (@(t),...,a(th)) € A’}
et
C'={wes": @H),....0(t)) € A"}
sont deux cylindres ; étant donné que A’ € B(S¥') et A” € B(S*"), I'on a que
A x A" € B(S¥) @ B(S*") = B(S¥ "),
et par conséquent
c'nC"={Ge ST (@(t),...,a(t), D)), ..., at5m)) € A x A"}
est un cylindre. O
Définition 1.16. Une classe G de sous-ensembles de ) est appelée un systéme de Dynkin, si elle
vérifie les trois propriétés suivantes (i), (ii) et (iii) :
(i) Qe g;
(ii) pour tout A C Q
AeG+=O\AegG;

(1ii) si (Ap)nen+ est une suite de sous-ensembles appartenant a G et qui sont deux a deux disjoints,
alors

Définition 1.17. On dit qu’une classe de sous-ensembles G d’un ensemble Q est une algébre, si cette
classe vérifie les propriétés suivantes (i), (ii) et (iii).
(i) Qeg;
(ii) pour tout A C Q
CeG—=Q\Ceg;
(iii) pour tout n € N* et tous Cy,...,C, € G, on a,

Ucneg
n=1
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Remarque 1.18. Un systéeme de Dynkin est une algébre si et seulement si il est un m-systéme.
Remarque 1.19. B la classe des cylindres de ST est une algébre de ST .

PREUVE DE LA REMARQUE 1.19. Supposons que tg € T est arbitraire et fixé, on a évidemment
={we ST :a(t) € S},

ce qui prouve que ST € B°. Supposons maintenant que C € B° est arbitraire et montrons que ST \ C
appartient aussi a B°. Nous savons qu'il existe k € N*, (t1,...,t;) € T* et A € B(S¥), tels que

C={wes: @t),...,a(t)) € A};
’ stT\c={oes": @t),....at)) € SF\ A},

ce qui montre que ST\ C € B° (en effet S*\ A € B(S*¥)). Enfin, compte tenu de ce qui précéde, et de
la Remarque 1.15, 'on a que toute réunion finie de cylindres est un cylindre. O

Remarque 1.20. Si (G;)icr est une famille de systémes de Dynkin de Q (ici l’ensemble I n’est pas
nécessairement dénombrable), alors (,c; G; est également un systéme de Dynkin de Q ; ca a donc un
sens de parler de plus petit (au sens de linclusion) systéme de Dynkin contenant une classe K de
sous-ensembles de Q.

Lemme 1.21. Soit K un w-systéme et soit G le plus petit systéme de Dynkin tel que I C G. Alors
G = o(K), ot o(K) est la plus petite o-algébre contenant K. Ainsi, lorsqu’un systéme de Dynkin
contient un m-systeme, alors il contient aussi la o-algebre générée par ce m-systeme.

PREUVE DU LEMME 1.21. Comme o (K) est un systéme de Dynkin, on a G C o(K). Pour établir
I’inclusion inverse, il convient d’abord de remarquer que, lorsqu’une classe de sous-ensembles de Q est,
a la fois un m-systéme et un systéme de Dynkin, alors cette classe forme une o-algébre (donner une
preuve de ce résultat). Ainsi, pour montrer que o(K) C G, il suffit d’établir que G est un m-systéme.

Supposons que A € G est arbitraire et fixé, posons alors G4 = {B €eG:ANB¢e g} et montrons
que G4 est un systéme de Dynkin. Clairement, il vérifie les conditions (7) et (¢ii) de la Définition 1.16;
il vérifie aussi la condition (i7) de cette définition, puisque l'on a pour tout B € G4,

AN(Q\B)=Q\ [(AnB)U(Q\ A)].

Ayant montré que G4 est un systéme de Dynkin, remarquons ensuite que lorsqu’on impose a A
d’appartenir au m-systéme K, 'on a alors K C G4, ce qui entraine que G4 = G (d’une part G4 C G et
d’autre part G est le plus petit systéme de Dynkin contenant K).

Il résulte de tout ce qui précéde que pour tout A € K et tout B € G, on a AN B € G. Ainsi pour
tout B € G,onalk C Gg = {A cG:ANBe Q} et par conséquent Gg = G, cela prouve que G est
un 7-systéme. O

Lemme 1.22. Soient P1 et P2 deux mesures de pmbabzlzte SUT Un espace mesurable (Q .7-") qui coin-
cident sur un w-systéme K C F (i.e. pour tout A € K, Pi(A) = Py(A)), alors Py et Py coincident
sur o(K).
PREUVE DU LEMME 1.22. Le m-systéme K est clairement inclu dans
G={BecF:P(B)= P(B)}.

Ainsi, compte tenu, du Lemme 1.21, pour prouver que o(K) C G, il suffit de montrer que G est
un systéme de Dynkin; cela ne présente guére de difficulté (je vous conseille cependant de rédiger
soigneusement la preuve, pour vous rendre compte de la raison pour laquelle I’'on impose aux ensembles
Ay, dans la condition (éi7) de Définition 1.16, d’étre deux a deux disjoints). O
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2 Théoréme de consistance de Kolmogorov

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le Théoréme 1.9.

PREUVE DU THEOREME 1.9. Ce théoréme est une conséquence immeédiate de la Remarque 1.15
et du Lemme 1.22. O

2. Théoréme de consistance de Kolmogorov

Dans la section précédente, nous avons vu que, ’ensemble des processus stochastiques indexés par
un ensemble T et a valeurs dans un espace métrique S, et I’ensemble des mesures de probabilité sur
(ST, B), sont en bijection. Rappelons, au passage que la g-algébre B est engendrée par la classe des
cylindres, c’est-a-dire par la réunion de toutes les o-algebres By, 1, , k € N* et (t1,...,t) € Tk,

Dans cette nouvelle section, pour simplifier la présentation, nous supposons que S = R, c’est-
a-dire que nous mous restreignons auxr processus stochastiques a valeurs réelles. Notre objectif est
d’établir, I'existence d’un processus dont les lois fini-dimensionnelles sont prescrites et vérifient deux
conditions, dites les conditions de consistance (voir la Définition 2.1 ci-dessous). Plus précisément,
étant donné, pour tout k € N* et tout (t1,...,tx) € Tk, une mesure de probabilité Py, . ; sur la
o-algebre By, . 4, ; on voudrait montrer que lorsque les Py, . ¢ vérifient les conditions de consistance,
alors il existe P une unique mesure de probabilité sur (R”, B) dont la restriction & chaque Biy,... it
coincide avec Py, 4, . Il est & noter que lorsqu’une telle mesure de probabilité P existe, alors les lois
fini-dimensionnelles du processus canonique {)?t}teT défini sur I’espace de probabilité (R”, B, ﬁ) par

X, (w) = w(t), sont exactement les mesures de probabilité Py, 4, .

Définition 2.1. (conditions de consistance) On dit que les mesures de probabilité Py, . vérifient les
conditions dites conditions de consistance, lorsque ces mesures possédent les deux propriétés suivantes

(a) et (b).
(a) Pour tout k € N*, tout (ty,...,t;) € T*, toute permutation © de l'ensemble {1,.. .k}, et tout
A € B(R¥), l’on q,

P ({a eRT: G(ty),...,0(t)) € A}) = Pyt ({a eRT: G(t1),...,0(t)) € A}) .
(b) Pour tout k € N*, tout (t,... tg,trp1) € TFL, et tout A € B(RF),

Prvtn ({8 € BT @(01), . 3(00)) € A}) = Pryyotytnys ({8 € RT 5 @(01), - B(t), B(te11)) € AXRY).

Notons que, lorsque les mesures de probabilité P, _; sont définies comme les restrictions aux
o-algebres By, . ; d’une méme mesure de probabilité sur (]RT,B), alors les Py, . vérifient auto-
matiquement les conditions de consistance. La réciproque est également vraie, comme le montre le
théoréme suivant qui est le principal résultat de cette section.

Théoréme 2.2. (Théoréme de consistance de Kolmogorov) Supposons que {Ptl,...,tk k €

N* et (t1,...,t,) € Tk} est une famille de mesures de probabilité définies respectivement sur les
o-algebre By, .. 1, et vérifiant les conditions de consistance. Il existe alors une unique mesure de pro-

babilité P sur (RT, B) dont la restriction a chaque By, . 1, coincide avec Py, . 4, .
Pour pouvoir prouver le Théoréme 2.2, nous avons besoin de préliminaires.

Définition 2.3. On dit qu’une classe de sous-ensembles G d’un ensemble Q est une semi-algébre, si
cette classe vérifie les propriétés suivantes (i), (ii) et (ii7).

(i) leGetQeg;

(ii) pour tous C1,Co € G, on a C1NCe € G ;

7



Loi de probabilité d’un processus et sujets connexes

(iii) pour tous Cy,Co € G vérifiant Cy C C, il existe n € N* et il existe n ensembles deux a deux
disjoints A1,..., A, € G, tels que :
n

n
CQQ(UAZ') =0 et Cy :CQU(UAZ')-
i=1 =1
Exercice 2.1. 1) Montrer que toute algébre est une semi-algébre.
2) Montrer que la classe des intervalles de R est une semi-algebre, mais qu’elle n’est pas une algébre.
Comment peut-on étendre ce résultat o RN ?

Exercice 2.2. On désigne par K la classe des sous-ensembles de RT de la forme :
{E} S RT : (@(tl), ce ,Lv(tk)) el; x...x Ik},

ou k € N*, (t1,...,tg) € Tk et I,..., I, sont des intervalles de R. Montrer que K est une semi-
algébre. Est-ce que K est une algébre ?

Définition 2.4. Soit m une fonction & valeurs dans Ry et qui est définie sur une semi-algébre G d’un
ensemble Q. On dit que m est o-additive, lorsque pour toute suite (C;);en+ d’éléments de G, deuz a
deuz disjoints et vérifiant | J;>° C; € G, l'on a,

+oo +oo
m(Uc) =Y m@c).
i=1 i=1

Le théoréeme fondamental suivant qui sera admis, est le principal ingrédient de la preuve du
Théoréme 2.2.

Théoréme 2.5. (Théoréme d’extension de Carathéodory) Soit m une fonction o-additive définie sur
une semi-algébre G d’un ensemble Q. Alors, m peut étre prolongée, de facon unique, en une mesure sur
0(G), la o-algébre engendrée par G, c’est-a-dire qu’il existe une unique mesure p définie sur (Q, a(G))
telle que pu(C) = m(C) pour tout C € G.

Lemme 2.6. Soit m une fonction a valeurs dans Ry, définie sur une algébre G d’un ensemble Q et
vérifiant les deux conditions suivantes (a) et (b).
(a) (additivité) Pour tout n € N* et pour tous Ci,...,Cy, € G, deuz a deux disjoints,

m( O C’i) = im(cl) ;
i=1 i=1

(b) (sous-o-additivité) pour toute suite (C;)ien+ d’éléments de G, deux a deux disjoints et vérifiant
—+o00 )
i—1 Cieg, l'on a,

“+oo “+oo
=1 =1
Alors m est o-additive, autrement dit l’inégalité dans (b) est forcément une égalité.

PREUVE DU LEMME 2.6. Soit (C;);en+ une suite d’éléments de G, deux & deux disjoints et véri-
fiant |J;£°° C; € G. On a, pour tout n € N*,

Uei=(Ue)o([Geln el

et donc, la propriété d’additivité de m implique que,

w(Ue) = m(Ue) = 3onicr

8



2 Théoréme de consistance de Kolmogorov

Ainsi, en faisant tendre n vers 400, on obtient,

+oo +oo
i=1 i=1
U

Lemme 2.7. Soient S un espace métrique arbitraire et B(S) la o-algébre formée par les sous-
ensembles boréliens de S. Toute mesure finie P sur (S,B(S)) est réguliére, c’est-a-dire que pour
tout A € B(S) et pour tout € > 0, il existe U et K, respectivement un ouvert et un fermé de S, tels
que :

KCcACU et PU\K)=P(U)—-P(K)<e.
Notons que dans le cas ot S = R, quitte a remplacer K par son intersection avec une boule fermée
de rayon suffisamment grand, on peut supposer que K est compact.

PREUVE DU LEMME 2.7. Si A est un fermé, on peut prendre K = A et U un ouvert de la forme,
1
U= {m € S :dist(z, A) < },
n

ou l'entier n est suffisamment grand, et ou dist(-,A) : S — R4 est la fonction continue sur S,
strictement positive sur S\ A, définie par,
dist(x, A) = inf {d(z,a) : a € A}, pour tout z € A,

d étant la distance dont S est muni. Désignons maintenant par G la classe des sous-ensembles A de
S, tels que pour tout € > 0, il existe K et U avec les propriétés désirées. On vient de voir que G
contient le m-systéme K qui est formé par tous les sous-ensembles fermés de S. Ainsi, compte tenu
du Lemme 1.21, pour établir que B(S) = o(K) C G, il suffit de prouver que G est un systéme de
Dynkin ; montrons que c’est bien le cas. Il est clair que G vérifie les conditions (i) et (ii) (voir la
Définition 1.16) montrons que G vérifie aussi la condition (iii) (voir la Définition 1.16). Supposons
que (Ap)nen- est une suite de sous-ensembles appartenant a G et qui sont deux a deux disjoints,
prouvons que U:ﬁ A, € G. Par hypothése, pour tout n € N*, il existe un ouvert U, et un fermé
K, tels que K,, C A, C U, et P(U,) — P(K,) < 27" !¢; de plus, il résulte du Théoréme de la
convergence dominée, qu’il existe ng € N*, tel que P([ :{fq’loﬂ Un] \ [Ur2, UnD < 27 €. Posons

alors, Ko =%, Ky, et Up = :g U, ; clairement, Ky C U:g A, C Uy, de plus,

P(Uy) — P(Ky) = P([ DO U\ [ @ Un]) +P( @ Un> ~ P(Ko)
n=1 n=1

n=ng+1

IA

2 le + (ZO: P(Un)> — P(Kp)
n=1
= 2 30 (P - PK,)
n=1

—+o00
< 27ley 22_”_16 =
n=1

0

Lemme 2.8. Soit (D;);en une suite arbitraire de cylindres. Lorsque T  est un ensemble infini, on peut
toujours construire (k;)ien une suite strictement croissante d’entiers naturels tous strictement positifs
(i.e. kg > 1), et (t;)ien+ une suite d’éléments distincts de T, vérifiant pour tout i € N, D; € Btlrn:tki
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PREUVE DU LEMME 2.8. Au moyen d’un raisonnement par récurrence sur n € N, nous allons

montrer qu’il existe n + 1 entiers naturels kg,...,k, vérifiant 0 < ky < ... < k, et il existe k,
éléments distincts de T', t1, ..., g, , tels que :

pour tout i € {0,...,n}, D; € Bth..-,tki- (Pn)
Montrons d’abord que (Py) est vraie, comme Dy est un cylindre il existe k) € N* et s9 1, . . . s S0,k € T
tels que Dy € 680,1,...,807% i.e. il existe A’ € B(R*) tel que Dy = 7T5_0711""780,k’ (A"). Soit ko € {1,...,ky}
et t1,...,tg, des éléments distincts de {30,1,...,507%}, tels que {t1,...,tk,} = {50,1,...,507%},
montrons que Dy € By, .4, le. il existe A € B(Rk0) tel que Dy = ﬂ;}.",tko (A). Il est clair que
cela est vrai quand ko = k{, (en effet les sq 1, .. -5 50,k sont alors distincts, ainsi on peut prendre
t1 = S015---stky = Sok €t A = A’), montrons que cela l'est aussi lorsque ko < kj. Afin de simpli-
fier nos notations nous allons supposer que ky = k{, — 1, que so1,... ;50,55 —1 sont distincts, et que

50,1 = So.k) (dans le cas général, la preuve se fait selon le méme principe); il est donc naturel de
prendre t; = so1,...,tg = So,ky- Désignons alors par Z : (R, B(R*)) — (R B(RFo+1)) Pappli-
cation linéaire injective et continue (donc mesurable), définie par Z(x1,...,z5) = (z1,..., Tk, T1),
pour tous (21, ...,Tk,) € R*¥; en posant A = ZT~!(A’), 'on a que Dy = 77{171”'7% (A).

Supposons maintenant que (P,,) est vraie pour un entier naturel arbitraire n, et montrons que cela
implique que (P,1) est vraie également. Etant donné que D, ;1 est un cylindre, il existe &, ; € N*

et Sp1,15-- -, Sn1k, € T tels que Dy41 € Bs,ﬁl,l,...,sn“ W ; deux cas peuvent alors se présenter :
'n

{snt1,15- s Spt1 i +1} C {t1,...,tx, } et le cas contraire. Dans le premier cas, on prend ky41 = k,, +1
- Btl,...,tkn C

S /
n+1,kn+1

et ty,+1 un élément arbitraire de 7'\ {t1,...,%x, }, on a bien Dy 11 € Bs, 4 ...,

Bt ...t o Plagons nous maintenant dans le second cas et désignons par t],... ,t;, des éléments

distincts de {sp+1.1,.- .,sn+1,k%+1} \ {t1, .oty ) tels que {t),..., 0} = {sny11,--- 73n+1,k;+1} \

t1,...,tx }, on prend alors knt1 = kn +q, et tg. 41 = th,... ts = ¢t/ ; ensuite, en utilisant
9 sy Vkn p + q, n+ 1 s Vkn+q q )

le fait que Dpy1 € Bsn+1717"'78n+1,k;1 ) C Btl,.‘.,tkn,sn+171,...75n+lyk%+1 et un raisonnement analogue a

celui qui a permis d’établir (Pp), on peut prouver que Dy1 € By, (plus précisément que

tkn+1

Bth---,tan = Bth---,tkn,Sn+1,17---78n+17%+1 ) U

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le Théoréme 2.2.

PREUVE DU THEOREME 2.2. Rappelons que les cylindres forment une algébre de R qu’on dé-
signe par B°. Pour tout B € BY, on sait qu'il existe k € N* et tq,...,t, € T tels que B € Biy..oty s
posons,

m(B) = Py, +.(B). (2.1)

Grace aux conditions de consistance, cette définition de m(B) a un sens, méme si B appartient a
la fois & By, .1, et Bs; .s,; en effet, dans ce cas, I'on a P, 1 (B) = Py, s, (B). On souhaite
appliquer le Théoréme 2.5 (le Théoréme d’extension de Carathéodory), pour prolonger m, en une
unique mesure de probabilité sur la o-algébre B = o(B°) ; pour ce faire, il faut prouver que m est une
fonction o-additive sur BY, d’aprés le Lemme 2.6, cela revient & montrer que m est une fonction, a la
fois, additive et sous-o-additive sur cette algébre.

Montrons d’abord [’additivité de m. Désignons par By, Bi,...,Bn, n + 1 cylindres tels que
By, ..., By soient deux & deux disjoints et By = |J;_; B;; grace au Lemme 2.8, 'on a que ces n+1 cy-
lindres appartiennent & une méme o-algébre By, ¢, ; ainsi en utilisant (2.1) et la propriété d’additivité
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2 Théoréme de consistance de Kolmogorov

de Py, . ¢, on obtient,

m(Bo) = Piy...1,(Bo) = > Piy .ty (Bi) =Y _m(By).
=1

Montrons maintenant la sous-o-additivité de m ; ceci est la partie difficile de la preuve du Théo-
réme 2.2. Il faut prouver que pour tout cylindre By et pour toute suite (B;);en+ de cylindres deux
a deux disjoints, vérifiant By = |J;: By, l'on a m(By) < 3. m(B;). Nous allons faire un raison-
nement par I'absurde ; supposons que m n’est pas sous-o-additive sur BY, c’est-a-dire qu'il existe un
cylindre By et (B;)ien+ une suite de cylindres deux a deux disjoints, tels que,

+oo +oo
Bo=|JBi et m(Bo) =€+ > _ m(Bi), (2.2)
i=1 =1

ol € est un certain réel strictement positif. Nous notons par (D;);en la suite de cylindres définie par
Dy = By et pour tout j € N*,

D; =B\ |JB. (2.3)

Il est clair que (Dj);en est décroissante au sens de l'inclusion, de plus, (2.2) et le fait que pour tout
N, m(Ul_, Bi) = Y1, m(B;) < Y% m(B;), entrainent que, pour tout j € N,

’ITL(D]) Z €. (2.4)

Gréce au Lemme 2.8, on sait que 1'on peut construire (k;);en une suite strictement croissante d’entiers
naturels tous strictement positifs, et (¢;);en+ une suite d’éléments distincts de 7', vérifiant la propriété
suivant : pour tout i € N, il existe A; € B(R) tel que

D, = {(IJ (S RT : ((:)(tl), ce ,Uu(tkl)) S Az} (25)

Par ailleurs, pour tout ¢ € N, on peut définir sur B(Rki), une mesure de probabilité P/ Lot s DAL

Pl () =Py ({8 €T @(00), ., B(,) € 4}), (2.6)

pour tout A € B(R*). D’aprés le Lemme 2.7, cette mesure est réguliére ; ainsi, il existe C; un compact
de R¥ | tel que,
CiCAiet P, (4\Ci) <27 e (2.7)

Désignons par (Kj) en, la suite de cylindres, décroissante au sens de l'inclusion, définie pour tout
j € N par,

J
Kj=({@eR": (@(t),...,&(t,)) € Ci} ; (2.8)
=0
I'inclusion Bthu-,tki - Btl,...,tkj pour tout i € {0,...,;}, implique que K; € Bt17~~-7tkj7 ainsi il existe
Lj € B(R*), tel que,
K= {@eRT: @(t),...,8(k,)) € L} (2.9)
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De plus, il résulte de l'inclusion D; C D; pour tout ¢ € {0,...,j}, de la propriété d’additivité de m,
de (2.5), de (2.1), de (2.6) et de (2.7), que pour tout j € N,

n(Dy\K;) = m(U [0\ {5 eRTs @), ... a@(t) € Ci} )

IN
R
C~

[Di \{@ eR": (@(tr),...,a(t,)) € Cz}D

Ja(ty)) € ci})

IN
-
3
/~ N
S
—
—~
SN
m
e

S
®
=

J
_ ZPtmtki ({a eRT . (@(t),...,o(t,)) € A \ ci})

i=0
J J

- ZPI{L tg (Ai\ci)<22ﬂ le<e
i=0 =0

Ainsi (2.4) et la propriété d’additivité de m, impliquent que m(kK;) > 0 pour tout j € N; on a par
conséquent K # (pr ce qui revient a dire (voir (2.9)) que L; # Opr,. Pour tout j € N, désignons
par 3/ = (y{, . ,yij) un vecteur arbitraire de L;, ce vecteur est choisi une fois pour toute. Fixons,
m € N, on a kj > k,, > m pour tout entier j > m; ainsi quand j > m, tout vecteur y) posséde
une m-iéme coordonnée y%l ; avec la convention que yfn = y{ lorsque m = 0 (notons que 'on a aussi
y,]}b = y{ dans le cas oit m = 1). Pour tout j > m, désignons par @/, I'’élément de R”, défini pour tout
s €T, par

0,lorsque s € T'\ {t1,..., 1}
W (s) =

ylj, lorsqu'il existe [ € {1,...,k;}, tel que s =1¢; (un tel [ est unique car les ¢; sont distincts).

On a @’ € Kj, puisque (@ (t1),... ,(I)j(tkj)) = (y{, .. ,yij) € L;; ainsi (2.8) implique que,

@ (t1), - @ (), & (b)) = W Yl Y], ) € Cim s (2.10)

avec la convention que & (t,,) = @ (¢1) lorsque m = 0. Etant donné que C,, est un compact de
ka" qui ne dépend pas de j, il résulte de (2.10) que la norme euclidienne, dans RF=  du vecteur
(Y15 »Yms-- -, Y3, ) est bornée indépendamment de j; par conséquent, la suite numérique (yin);>m
est bornée (par une constante finie qui dépend a priori de m, mais ne dépend pas de j). Ainsi, il

existe une sous-suite (31 )4en et il existe yy, € R tels que limg—, 100 Yii = Y. A cause de (2.10) et de
la compacité de Cy,, la suite (y;)en+, vérifie,

pour tout m € N, (y1,...,9k,,) € Cm. (2.11)
Désignons enfin par @, I’élément de RT, défini pour tout s € T, par

0,lorsque s € T'\ {t; : | € N*}

y1, lorsqu’il existe | € N*| tel que s = ¢; (un tel [ est unique car les ¢; sont distincts).
12
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Il résulte de (2.8), (2.11), (2.7), (2.5) et (2.3), que

+o0 +o00 +oo oo
5 e (K= [){& eR" : @(t1),....&(t,)) € Ci} € [ Di=Bo\ | J Bi,
=0 i=0 =0 =1

ce qui contredit I’hypothése By = ;F:Olo B;. O

3. Construction de processus classiques au moyen du Théoréme de consistance
3.1. Famille de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

Théoréme 3.1. Soit P une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Alors, pour tout ensemble non vide
T, il existe une unique mesure de probabilité P sur (RT, B), telle que {X;}ser le processus canonique
(voir (1.1)) défini sur lespace de probabilité (RT, B,P) vérifie la propriété suivante : pour tous k € N*

etty,..., ty € T distincts, les variables aléatoires Xy, , ..., Xy, sont mutuellement indépendantes et de

meéme loi P.

k

La remarque suivante résulte du Théoréme 2.5 (le Théoréme d’extension de Carathéodory).

Remarque 3.2. Soit P une mesure de probabilité sur (R,B(R)), alors pour tout n € N*, il existe

une unique mesure de probabilité sur (R™, B(R™)), notée par P®" (avec la convention que Pe' = P),
et vérifiant la propriété suivante :
n
pour tous Ay, ..., A, € B(R), IP’®n(A1 X ... XAy = HIP(AZ). (3.1)
=1
On a par conséquent,

pour tous, n’,n" € N*, D' € BR™) et D" € BR""), P¥" ™" (D' x D"y =P®" (D) P2" (D").

(3.2)
PREUVE DU THEOREME 3.1. Pour tous k € N* et ¢1,...,%; € T distincts, désignons par P, . ¢,
la mesure de probabilité sur B, . ; définie pour tout B € By, .. 4, , par,
k
Py, (B) =P (D), (3.3)

ot D € B(R") est tel que, B = {@ € RT : (@(t1),...,&0(tx)) € D}. Ces mesures de probabilité
vérifient les conditions de consistance. Plus précisément, la condition (a) est satisfaite car le Théoréme
de Fubini permet de montrer que : pour toute permutation 7 de {1,...,k} et pour tout D € B(R¥),
on a, P®k(D) = pe* (Dx), ou, par définition, Dy = {(2a), .- Trr)) © (21,...,2x) € D}. La
condition (b) est vérifée car, (3.2) et le fait que P(R) = 1, impliquent que pour tout D € B(RF), on a
P (D x R) = P?" (D) P(R) = P®" (D).

Ainsi, grace au Théoréme 2.2 (le Théoréme de consistance de Kolmogorov), il existe P une unique
mesure de probabilité sur (RT,B), dont la restriction a chacune des o-algébres By, 4, k € N* et
t1,...,t, € T distincts, coincide avec Py, ;. Il résulte alors de (3.3), que P2" est la loi de probabilité

du vecteur aléatoire (Xy,, ..., Xy, ), ce qui prouve que les coordonnées de ce vecteur sont des variables
aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi P. ]

3.2. Chaine de Markov. Les chaines de Markov servent & modéliser des systémes aléatoires
dont I’évolution future ne dépend pas du passé mais uniquement du présent.

Définition 3.3. Une suite { X, }nen de variables aléatoires, définies sur un méme espace de probabilité
(Q, F, P) et a valeurs dans (R, B(R)), est appelée une chaine de Markov si elle vérifie pour tout n € N,
l'une des quatre conditions suivantes (i), (i1), (i1i) et (iv), qui sont en fait équivalentes.
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(i) Pour tout A € B(R), on a, presque sirement,
E(]I{Xn+1€A}|X0’ R X") = E(]I{Xn+1€A}|X”)‘
(ii) Pour tout C € o(Xy, : m > n), on a, presque sirement,
E(Lc|Xo, ..., X,) =E(Lc|Xy).

(iii) Pour toute variable aléatoire Y définie sur (Q, F, P), o(Xy, : m > n)-mesurable et bornée,
on a, presque sirement,

E(Y|Xo,..., Xs) = E(Y|X).

(iv) Les o-algebres o(X,, : m > n) et o(Xg : k < n) sont conditionnellement indépendantes
sachant X, ; ce qui signifie que pour toutes variables aléatoires bornées Y et Z définies sur
(Q, F, P), respectivement o(X,, : m >n) et o(X : k < n) mesurables, on a presque strement,

E(YZ|X,) =E(Y|X,)E(Z|X,).

Pour construire des suites de variables aléatoires de ce type, nous avons besoin de la notion de
noyau markovien; grossiérement parlant un tel noyau est une famille de mesures de probabilité sur
B(R) qui sont indexées mesurablement par R?, ot d désigne un entier naturel strictement positif ; plus
précisément :

Définition 3.4. On appelle noyau markovien de (R, B(R?)) dans (R,B(R)), une application N :
R? x B(R) — [0,1], (z, A) — N(x, A) vérifiant les deux conditions suwante (a) et (b).
(a) Pour tout A € B(R) fizé, Uapplication (RY, B(R?)) — ([0,1],8([0,1])), = — N(z, A) est
mesurable.
(b) Pour tout x € R? fixé, I’application B(R) — [0,1], A+ N(z, A) est une mesure de probabilité
sur (R, B(R)).

En fait, on peut voir un noyau markovien comme la version réguliére de la loi conditionnelle d’une
variable aléatoire réelle sachant une autre variable aléatoire & valeurs dans R?, plus précisément :

Théoréme 3.5. Soient X et Y respectivement une variable aléatoire réelle et une variable aléatoire
a valeurs dans R, Il existe un noyau markovien de (R% B(R?)) dans (R, B(R)), tel que pour toute
fonction ¢ : R — R borélienne bornée, on a, presque sirement,

E(@(X)]Y) :/Rgo(x)N(Y,dx).

Un procédé classique permettant de construire des noyaux markoviens, est décrit dans la propo-
sition suivante :

Proposition 3.6. Soit ¢ : (R? x R, B(RY) ® B(R)) — (R4, B(R4.)) une fonction mesurable et soit pi
une mesure de probabilité sur (R,B(R)), Supposons que pour tout x € R? fizé, on a,

/wydﬂ

alors lapplication N : R x B(R) — [0, 1],
(@, 4) = Nz, ) = [ i) du(o),

est un noyau markovien de (R, B(R?)) dans (R, B(R)).

Gréace au théoréme suivant, on peut construire des chaines de Markov a valeurs réelles.
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Théoréme 3.7. Soit N un noyau markovien de (R, B(R)) dans (R, B(R)) et soit o une mesure de
probabilité sur (R, B(R)). Alors, il eziste P une unique mesure de probabilité sur (RN B), telle que le

PTocessus canonique {Xn}nEN; défini sur Uespace de probabilité (RN, B ]P’) soit une chaine de Markov
vérifiant les deux propriétés suivantes (i) et (ii).

(a) po est la loi de probabilité de X.
(b) Pour tout n € N et tout A € B(R), on a P presque sirement,

Es(Lig, . enlXor s Xn) =Ep(lig  eylXn) = / N (X, dzni1).

PREUVE DU THEOREME 3.7. Considérons les mesures de probabilité P, , n € N définies par récur-
rence, respectivement sur les o-algébres B(R"*!), de la facon suivante : P0 = po et pour tout n € N*,
P! est I'unique mesure de probabilité sur B(R™1), vérifiant pour tout (D, A) € B(R™) x B(R),

P/(D x A) / (/ N(2p_ 1,dxn)> P _(dzg...dzn_1) ; (3.4)

I'existence et 1'unicité d’une telle mesure de probabilité est donnée par le Théoréme 2.5 (le Théoréme
d’extension de Carathéodory) ; rappelons que les ensembles du type D x A, ou (D, A) € B(R™) x B(R),
constituent une semi-algébre qui engendre la o-algébre B(R™+1).

Désignons maintenant, pour tout n € N, par P,, la mesure de probabilité définie sur la o-algébre
cylindrique By, ... », pour tout C' € B(R™1), par

P, ({a e RY: (5(0),...,5(n)) € c}) — PL(0). (3.5)

Montrons que les mesures de probabilités P,, n € N, vérifient les conditions de consistance. Le fait
que les n+1 entiers 0, ..., n peuvent étre numérotés, de maniére tout a fait naturelle (en commengant
par 0 et en finissant par n), d'une fagon unique, nous permet de nous affranchir de la vérification de
la condition (a). Par ailleurs, étant donné que pour tout z,_1 € R fixé, N(x,_1,-) est une mesure de
probabilité sur B(R), l'on a,

/N(:cn—1,dxn) = N(zp—1,R)=1;
R
ainsi, il résulte de (3.5) et (3.4), que tout n € N*, et D € B(R"),
B, ({a eRY: (&(0),...,&(n—1),&(n)) € D x ]R}) = P/(D x R)

:/ </ N(a:nl,dwn)> P,’Z_l(d:no...dacnl):/ P (dxg...dz,_1)
D \JR D

=P _ (D)= P, ({a eRY: (@(0),...,5(n—1)) € D}) ,

ce qui montre que la condition de consistance (b) est satisfaite. On peut donc utiliser le Théoréme 2.2
(le Théoreéme de consistance) qui donne I’existence d’une unique mesure de probabilité P sur (RN, B),

dont la restriction a chacune des o-algébres By, .., n € N, coincide avec P,,. Ainsi, il résulte de (3.5),

que pour tout n € N, P/ est la loi de probablhte du vecteur aléatoire (Xo, . ,X ). Ensuite, il découle
de la définition de P/, que pg est la loi de Xo et, lorsque n € N*, que la loi conditionnelle de X

sachant )Z'g = 2p,... 7Xn—1 = Zp—1 est N(zp_1,-); ainsi, cette loi, ne dépend en fait que de x,,—;. On
a donc, pour tout A € B(R), P presque stirement,

Eﬁ(]l{)?neA}pZOvv;(n*l) :/AN()A(:nl,d{L‘n) :Eﬁ(]l{)?neAﬂX"*l)
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3.3. Processus gaussien.

Définition 3.8. Soit un processus stochastique {X;}ier @ valeurs réelles. On dit que ce processus est
gaussien st pour tout k € N* et tous t1,...,tp, €T, le vecteur® aléatoire Yio, =Xy, X, )" est

gaussien i.e. pour tous Ai, ..., \x € R, la variable aléatoire réelle Zle AN Xy, est gaussienne”.

Lorsque Y3, .t est un vecteur aléatoire gaussien, alors sa loi de probabilité est complétement
déterminée par ses "moments" des deux premiers ordres; plus précisément, par le vecteur,

M(ty,. ... tx) = (m(t1),...,m(t)" = (E(Xy,), ..., E(Xy,))",

appelé espérance (ou encore moyenne) de Yy, 4, , et par la matrice carrée symétrique et semi-définie

positive -,

Z (tl, e ,tk) = (S(ti’tj))lgi,jgk = (COV (Xti’th))lgi,jgk’

appelée matrice de variances-covariances de Yy, . Plus, précisément la fonction caractéristique !
de Yy, 4., est donnée pour tout u € R¥ (u est identifié & une matrice colonne), par,

Py, ., (u) =exp (iu, M(t1,...,t))) exp <—;u* Z (tl, . ,tk)u> .

Il est important de noter que : det (Z (tl, . ,tk)) = 0 si et seulement si au moins ['une des variables
aléatoires qui sont les coordonnées de Yy, . ., s’exprime comme une combinaison linéaire d’autres
coordonnées de ce vecteur. Signalons aussi que Y, . ;, n’admet de densité de probabilité par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R*, que si, det (Z (tl, e ,tk)) # 0, cette densité est alors donnée, pour
tout = € R¥, (x est identifié & une matrice colonne), par,

det(Z(tl,...,tk)) exp —l(a:—M(tl,...,tk))*Z t, .. te 71(m—M(t1,...,tk)) .
2

Exercice 3.1. Considérons un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des variables aléatoires
réelles gaussiennes indépendantes; montrer que ce vecteur aléatoire est gaussien. Au moyen, d’un
contre-exemple, montrer que ce n’est pas forcément le cas, lorsqu’on abandonne ’hypotheése d’indépen-
dance des coordonnées.

1

-1

Remarque 3.9. Il résulte de ce qui précéde, qu’a tout processus gaussien {X;}ier a valeurs réelles,
on peut associser les applications m : T — R et s : T x T — R (définies dans ce qui suit), qui
déterminent complétement la loi de probabilité de ce processus;
o [application m est appelée fonction de moyenne, parce qu’elle est définie pour tout t € T, par
m(t) = E(X);
o lapplication s est appelée fonction de covariance, parce qu’elle est définie pour tout (t',t") €
T x T, par s(t',t") = cov(Xy, Xypn).
Notons que Uapplication s vérifie l'importante propriété suivante désignée par (SSDP) : pour tout
k e N* et tousty, ..., tp €T, la matrice carrée (s(ti, tj))1<i,j<k est symétrique et semi-définie positive.

8. Pour des raisons de commodité on considére toujours que Yz,
symbole "x" signifie transposition.
9. Par convention, une variable aléatoire réelle constante presque stirement, est considérée comme faisant partie des
variables aléatoires gaussiennes (autrement dit les mesures de Dirac font partie des lois gaussiennes).
10. De facon générale, on dit qu’une matrice carrée symétrique a coefficients réels, A = (ai;)1<i,j<k, est semi-définie

positive, lorsque pour tout u = (u1,...,ux)* € R* on a u*Au = >i<s j<k Giguiuy > 0. Si A vérifie de plus, pour tout

,,,,, ¢, est un vecteur (ou matrice) colonne; ici le

u € R, w*Au = Op si et seulement si u = Ok ; alors on dit que A est définie positive.

11. De facon générale, ®y la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire ¥ a valeurs dans R*, est définie pour
tout u € R¥, par ®y (u) = E(e““’y)), ot (,-) désigne le produit scalaire habituel sur R ; la loi de probabilité de Y est
complétement déterminée par la fonction ®y .
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3 Construction de processus classiques au moyen du Théoréme de consistance

Le théoréme suivant donne une réciproque de la Remarque 3.9.

Théoréme 3.10. Soit m : T — R une application arbitraire, et soit s : T x T — R une applica-
tion arbitraire mais vemﬁcmt toutefois la propriété (SSDP). Alors, il existe une unique mesure de
probabilité P sur I’ espace mesurable (RT, B) telle que le processus canonique {Xt}teT défini sur [’es-
pace de probabilité (R, B, IP’) soit un processus gaussien de fonction de moyenne m et de fonction de
covariance S.

PREUVE DU THEOREME 3.10. Pour tout k& € N* et pour tous t1,...,t; € T, on peut définir une
mesure de probabilité P, ; sur la o-algébre By, . ;,, par,

Ptlv"'vtk (C) = Ptll,‘..,tk (A)7

ou C = {weR": (@(t),...,w(ty)) € A}, A € B(RF) ¢tant arbitraire, et out P/, _, est la loi de
probabilité d’un vecteur gaussien a valeurs dans R¥, d’espérance (m(ty), ... ,m(tk))* et de matrice de
variances-covariances (s(ti, tj))1 <ij<k Montrons que les mesures de probabilité P, . ; vérifient les
conditions de consistance. Par la suite, nous supposons que k € N* et t1,...,tx, tx11 € T sont arbi-
traires et fixés. Désignons par Z(k+1) — (Z1,..., Zy, Zr41)" un vecteur gaussien a valeurs dans RE+L,

de moyenne (m(t1),...,m(t;), m(tx+1))" et de matrice de variances-covariances (S(ti’tj>)1<ij<k+1 ;

on suppose que ce vecteur gaussien est défini sur un espace de probabilité (2, F,p). Z (k) désigne le vec-
teur gaussien a valeurs dans R*, Z(®) = (Z;, ..., Z;)*. Clairement, sa moyenne est (m(t1), ... ,m(tk))*

; ainsi, on a,

et sa matrice de variances-covariances est (s(ti, tj))l <ij<k

Py on(C)=p({weQ: 20 (w) € A}). (3.6)

Commencgons d’abord par établir que la condition de consistance (a) est satisfaite. Soit 7 une permu-
tation arbitraire de {1,...,k}, lorsqu’on considére la o-algébre By, . ¢, comme Btw(l)a“-»tw(k)’ on doit

alors exprimer C sous la forme C' = {@ € RT : (@(tr1)), ..., @(tzk))) € Ar}, ot Ar est I'ensemble
borélien de B(R¥) défini par Ar = {(zx(1), - Tr()) ¢ (21,...,21) € A}. Ainsi,

Ptrr(l)a---vtrr(k) (C) = Ptl,,r(l),.‘.,t,,r(k) (AT()7
ol Pt/m),--.,tﬁ(k) est la loi de probabilité d’un vecteur gaussien a valeurs dans RF, d’espérance
(m(tﬂ(l)), . ,m(tﬂ(k)))* et de matrice de variances-covariances (s(tﬂ(i),tﬂ(j)))1<ij<k. Un tel vecteur
gaussien est ZT(rk) = (Zr(1)s+++»Zr())"; on a donc
Pi ot (C) = p({w € 2: ZP(w) € AL}). (3.7)

Il résulte de (3.6), de (3.7) et de I'égalité ensembliste {w € Q : Z*)(w) € A} = {w e Q: zk (w) €
Az}, que Py 1, (C) = th(l),...,tﬂ(k)(c)-

Montrons maintenant que la condition de consistance (b) est satisfaite. Lorsqu’on regarde C,
comme un élément de la o-algebre By, ¢, .., il faut U'exprimer sous la forme ¢ = {& € RT :
(&v)(tl), e ,&(tk),&j(thrl)) € Ax R} Ainsi,

P, titns: (C) = P

t1,. otk bt

(A xR),

ot P/ est la loi de probabilité d’un vecteur gaussien & valeurs dans R*+1 d’espérance

theotl+1
(m(t1),...,m(ty), m(tys1))" et de matrice de variances-covariances (S(ti’tj))1<ij<k+1' En fait, un
tel vecteur gaussien est Z*+1) = (Z1, ..., 2y, Zk+1)*, qu’on a introduit plus haut ; on a donc
Py otitrd (C) = p({w € Q: ZFHD(w) € A x R}). (3.8)
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Finalement, il résulte de (3.6), (3.8), et des égalités ensemblistes {w € Q: Z*F+tD)(w) € AxR} = {w €
Q: Z(k)(w) €Aet Zpy1(w) eR}={we: Z(k)(w) € A}, que Py 1, (C) = Py .ty 1141 (C). O

La résultat suivant est une importante conséquence Théoréme 3.10.

Corollaire 3.11. Désignons par L?(A, A, ) lespace de Hilbert des fonctions a valeurs réelles de
carré intégrable sur un espace mesuré arbitraire (A, A, ). Rappelons que L*(A, A, p) est muni du
produit scalaire, noté par (-,-)r2(a,4,), €t défini pour tous g,h € L*(A, A, 1) par,

(0 W) r2(an ) = /A 9()h(s) du(s).

Soit (fi)ier une famille de fonctions appartenant & L*(A, A, ). Alors il existe un processus gaussien
indexé par T et o valeurs réelles, dont la fonction de covariance est l'application de T x T dans R :

(08 U feaaan = [ Sols) () dus):
la fonction de moyenne de ce processus peut étre choisie arbitrairement.

PREUVE DU COROLLAIRE 3.11. Il suffit de montrer que lapplication T'x T" — R, (¢, t") —
<ft’7ft”>L2(A,A,u) vérifie la propriété (SSDP). C’est bien le cas, en effet, pour tous k € N*,

(Ui, ...,u) € R* et (t1,... tk) € T*. on a grace a la bilinéarité et a la positivité du produit scalaire,
k k k 9
Z wiwg (feis fi;) L2 (A A ) = <Zu¢fti7zu1ftj>L2(AyAyu) = H > wfy LA =
1<4,5<k =1 7=1 =1
O

Définition 3.12 (mouvement brownien/processus de Wiener). On dit qu’un processus gaussien in-
dexé par Ry et a valeurs réelles, est un mouvement brownien ou encore un processus de Wiener,
lorsqu’il est centré (i.e. sa fonction de moyenne est identiquement nulle), et sa fonction de covariance
vaut cmin(t', "), en tout (t',t") € R2, ou ¢ désigne une constante strictement positive ne dépendant
pas de (t',t"). D’habitude, un tel processus est noté par {Bi}ier, (une autre notation classique est
{Witier, ) ; clairement on a ¢ = Var(By), puisque

cov(By, Byr) = cmin(t', "),  pour tout (',t") € R2. (3.9)
Signalons enfin que lorsque Var(By) = 1 alors le mouvement brownien {By}er, est dit standard.

Remarque 3.13. L’ezistence du mouvement brownien résulte du Corollaire 3.11, ot l’on suppose que
L?(A, A, 1) est Uespace de Lebesque habituel L?(Ry) et fi(s) = 01/2]1[%](3) pour tout (t,s) € R%, ou
Ljo,q désigne la fonction indicatrice de l'intervalle [0,t] de R.

La proposition suivante peut "assez facilement" étre établie au moyen de (3.9) ; sa preuve est donc
laissée en exercice.

Proposition 3.14 (quelques propriétés fondamentales du mouvement brownien).
(a) Le mouvement brownien part toujours de zéro : on a presque strement By = 0.
(b) Les accroissements du mouvement brownien sur des intervalles disjoints (complétement ou
a un point prés) sont indépendants : pour tout entier k > 2, et tous ty,ta, ..., tx_1,tx € Ry
vérifiant t1 <to < ... <tr_1 < g, les variables aléatoires (gaussiennes centrées)

By, Bty — By, ..., By, — By,

sont mutuellement indépendantes.
(¢) Pour tout (t',t") € R3, on a E(|By — By |*) = c|t' —¢"|.
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(d) Les accroissements du mouvement brownien sont stationnaires : pour tout (s',s") € Ra_ fizé,
les processus (gaussiens centrés) { Bi1s— By }ier, et { By —Bgr }ier, possedent la méme loi de
probabilité ; signalons aussi que cette loi est la méme que celle du mouvement brownien { By}, -

(e) Le mouvement brownien est un processus stochastique autosimilaire'? d’ordre 1/2 : pour
tout nombre réel strictement positif fixé a, les processus (gaussiens centrés) {Bai}ier, et
{6L1/2Bt}t€R+ possedent la méme loi de probabilité.

Exercice 3.2. Désignons par {B(t)}ier, un mouvement brownien. Soit le processus stochastique
{W(t)}ier, défini par W(0) = 0 presque sirement, et pour tout t € R, W(t) = tB(1/t) presque
stirement. Montrer que {W (t)}er, est un mouvement brownien.

Avant de clore ce chapitre, nous allons montrer que le Corollaire 3.11 permet, de facon relativement
facile de construire des processus gaussiens stationnaires.

Définition 3.15 (stationnarité au sens strict). Désignons par {X;}ier un processus stochastique a
valeurs réelles, qui n’est pas forcément gaussien. On dit que ce processus est stationnaire au sens
strict, lorsqu’il vérifie la propriété suivante : pour tout (s',s") € R? fivé, les processus stochastiques
{Xirs her et {Xiysn bier possédent la méme loi de probabilité.

Définition 3.16 (stationnarité au sens large). Désignons par {Y;}ier un processus stochastique a
valeurs réelles, qui n’est pas forcément gaussien, mais qui est cependant du second ordre, c¢’est-a-dire
que E(Y;?) < 400, pour tout t € R. On dit que ce processus est stationnaire au sens large lorsque l’on
a, E(Y;) = E(Yy) pour tout t € R, et cov(Yy, Yy ) = cov(Yy_y, Yo) pour tous t',t" € R.

Remarque 3.17. Lorsqu’un processus stochastique du second ordre a valeurs réelles, est stationnaire
au sens strict, alors il l'est au sens large. La réciproque n’est pas toujours vrate, cependant elle le
devient, lorsqu’on impose de plus au processus, d’étre Gaussien.

Proposition 3.18. Soit 8 un réel arbitraire et soit f une fonction arbitraire de l’espace de Lebesgue
habituel L*(R). Il existe un processus stochastisque indexé par R, a valeurs réelles, gaussien et sta-
tionnaire, noté par {Z(t) }er, tel que U'on a, pour tout t € R, E(Z;) = 6, et pour tout h € R,

conZn 20) = [ fls+mptehas = [ |Fe) de (3.10)

ot f désigne la transformée de Fourier' de f. Notons que, lorsqu’une fonction paire et positive 14
g de LY(R), vérifie pour tout h € R, cov(Zy, Zy) = Jz e g(&) d¢, alors on a pour Lebesgue presque

ey |2 . v |2
tout £ € R, g(&) = [f(&)]": la fonction & > (€]

stationnaire {Z(t) }1er.

est appelée la densité spectrale du processus

PREUVE DE LA PROPOSITION 3.18. L’existence de {Z(t)}icr résulte du Corollaire 3.11, ot 'on
suppose que L%(A, A, 1) est 'espace de Lebesgue L?(R) et f;(s) = f(s +t) pour tout (¢,s) € R%. La
seconde égalité dans (3.10), résulte de I'identité de Plancherel. Nous ne donnerons pas la preuve du
restant de la proposition. O

12. C’est notamment gréice & cette propriété que I’on peut voir le mouvement brownien comme un objet fractal.
13. Avec la convention que g, la tranformée de Fourier d’une fonction g € L*(R), est définie pour tout £ € R, par

36 = —— e g(s)ds
96 = 7= [ gl as,

14. c’est-a-dire que l'on a pour Lebesgue presque tout &€ € R, g(&) = g(—¢) et g(&) € Ry.
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